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Vorwort 


Als  „geometrische"  Transformationen  bezeichne  ich  im 
folgenden  solche  Verwandtschaften,  welche,  abgesehen  von 
der  analytischen  Festlegung,  auch  durch  übersichtliche,  geo- 
metrische Konstruktionen  vermittelt  werden  können  und 
welche  weiter  in  erster  Linie  zur  Erforschung  geo- 
metrischer Eigenschaften  der  Gebilde  dienen.  Nach 
dieser  allerdings  nicht  strengen  Begriffsbestimmung  werden 
z.  B.  die  konformen  Abbildungen  nicht  mehr  in  das  von 
uns  begrenzte  Gebiet  gehören.  Denn  bei  diesen  verfolgt 
man  wesentlich  funktionen- theoretische  Interessen.  Ebenso 
dürfen  die  in  der  Kartographie  gebräuchlichen  Abbildungen 
unberücksichtigt  bleiben,  da  sie  der  überwiegenden  Mehr- 
zahl nach  nicht  durch  rein  geometrische  Operationen  ab- 
zuleiten sind. 

In  dem  vorliegenden  ersten  Teile  behandle  ich  zunächst 
die  projektiven  Transformationen.  Als  Ausgangspunkt 
wurde  die  projektive  Maßbestimmung  gewählt  und  des- 
wegen, sowie  um  dem  Buche  eine  gewisse  Selbständigkeit 
zu  geben,  im  ersten  Abschnitt  die  Theorie  der  sogenannten 
projektiven  Koordinaten,  soweit  es  nötig  war,  entwickelt. 
Daran  schließt  sich  die  Betrachtung  der  Kollineation  und 
der  Korrelation,  indem  diese  Verwandtschaften  der  Reihe 
nach  für  die  Gnindgebilde  erster,  zweiter  und  dritter  Stufe 
durchgeführt  werden.  Die  einschlägigen,  analytischen  Pro- 
bleme, sowie  die  von  der  Analysis  gebotenen  Hilfsmittel 
finden  überall  wenigstens  Erwähnung. 


IV  Vorwort. 

Wenn  ferner  in  der  Gegenwart  das  deutliche  Bestreben 
zu  erkennen  ist,  zwischen  den  mathematischen  und  tech- 
nischen Wissenschaften  einen  engeren  Zusammenschluß  her- 
zustellen, so  mag  es  nicht  unangebracht  erscheinen,  daß  die 
Anwendungen  der  projektiven  Beziehungen  in  der  dar- 
stellenden Geometrie  eine  eingehende  Erörterung  erfahren. 
Gewiß  ist  es  ja  nötig,  bei  den  Konstruktionen  der  deskriptiven 
Geometrie  jederzeit  das  Raumobjekt  innerlich  vor  Augen 
zu  haben  und  alle  im  Bilde  ausgeführten  Operationen  zu 
demselben  in  Beziehung  zu  setzen.  Ist  dies  aber  einmal 
erreicht,  so  führt  die  zeichnerische  Durchführung  fast  immer 
zu  kollinearen  Beziehungen,  und  man  kann  geradezu  sagen, 
die  darstellende  Geometrie  sei  die  Lehre  von  der  systema- 
tischen Ausnutzung  dieser  kollinearen  Verwandtschaften. 

In  Verfolgung  des  gleichen  Gedankens  füge  ich  auch 
eine  Beschreibung  der  einfacheren  Apparate  bei,  welche 
projektive  Transformationen  in  mechanischer  Weise  herstellen. 

Auch  die  Anwendungen  projektiver  Abbildungen  in  der 
Kunst  (Perspektive,  Relief),  in  der  konstruierenden,  neueren 
Geometrie,  in  der  Kinematik,  Optik  der  Instrumente  und 
Krystallographie  fanden  Berücksichtigung  und  wurde  nament- 
lich mit  Literaturangaben,  die  sich  auf  Aaiwendungen  der 
theoretischen  Untersuchungen  in  den  Naturwissenschaften 
oder  in  der  Technik  beziehen,  nicht  gespart. 

Im  zweiten  Teüe  gedenke  ich  die  quadratischen  und 
Cremonaschen  Transformationen  in  der  Ebene  und  im 
Räume,  sowie  höhere  Korrespondenzen  und  geometrische 
Anwendungen  dieser  Theorien  zu  erledigen. 

Sollte  meine  Arbeit  die  Freude  an  geometrischen  Studien 
fördern  und  erhöhen,  so  würde  damit  auch  die  Absicht  von 
Herrn  Professor  Dr.  H,  Schubert  erreicht,  auf  dessen  Ver- 
anlassung und  Anregung  hin  ich  die  Bearbeitung  der  geo- 
metrischen Transformationen  übernommen  habe. 

München,  Februar  1902. 

Karl  Doehlemann. 
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I.  Abschnitt. 

Projektive  Koordinaten. 


I.  Kapitel, 

Das  DoppelverMltnis.   Binäre  Mafsbestimimiiig. 

§  1.    Sätze  über  das  DoppelverMltnis. 

Der  Begriff  der  Transformation. 

1.   Der  Ausdruck  „Transformation"  wird    in    der  Ma- 
thematik in  verschiedenem  Zusammenhang  gebraucht. 

Ist  z.  B.  y/       \       A 

f{xyz)  =0 

die  Gleichung  einer  Fläche,  bezogen  auf  ein  beliebiges 
Koordhiatensystem,  so  kann  man  verlangen,  die  Gleichung 
derselben  Fläche  in  bezug  auf  ein  anderes  Koordinaten- 
system aufzustellen.  Hat  ein  Punkt  [x,  y,  z)  in  bezug  auf 
dies  neue  Koordinatensystem  die  Koordinaten  x',  y',  z\  so 
werden  x,  y,  z  Funktionen  von  x',  y',  z'  sein  in  der  Art, 
daß  etwa 
(1)        x  =  (p{x'y'z'),    y  =  yf{x'y'z'),    z  =  x{x'y'z'). 

Die  Gleichung  der  Fläche  f,  bezogen  auf  das  neue  Ko- 
ordinatensystem, erhalten  wir  dann,  wenn  wir  in  f=0  an 
Stelle  von  x,  y,  z  eben  diese  Ausdrücke  in  den  neuen  Ko- 
ordinaten einführen.  Diesen  Übergang  von  dem  einen 
Koordinatensystem  zu  dem  anderen  bezeichnet  man  als  eine 
Transformation  der  Koordinaten. 

Eine  andere  Bedeutung  des  Begriffes  der  Transformation, 
wie  sie  im  folgenden  fast  ausschließlich  benutzt  werden  wird, 
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möge  an  dem  einfachsten  Beispiel  einer  Punkttransformation 
erläutert  werden.  Es  seien  \vieder  x,  y,  z  die  Koordinaten 
eines  Punktes  in  einem  Koordinatensystem,  ferner  seien 
/ij  /aj  fz  gegebene  Funktionen  von  x^  y,  3.  Ist  nun  im 
Räume  ein  zweites  Koordinatensystem  gegeben,  in  bezug  auf 
welches  ein  Punkt  durch  die  Koordinaten  x\  y\  z'  fest- 
gelegt wird,  so  mögen  die  Gleichungen  bestehen: 

(2)  x'=f^{x,y,z),    y'=^U{x,y,z),     z'  =  h{x,y,z). 

Zu  jedem  Wertsystem  x,  y,  z  erhält  man  aus  diesen  Glei- 
chungen ein  Wertsystem  x' ,  y' ,  z  oder  eine  Reihe  solcher 
Wertsysteme. 

Ist  man  ferner  imstande,  die  Gleichungen  (2)  auch  nach 
x^  ?/,  z  aufzulösen,  so  daß  man  hat 

(3)  x  =  (p^{x'ij' z'),    y^(p.^{x'y'z'),    z  =  cp^{x' y' z  ) , 

so  werden  durch  diese  Gleichungssysteme  die  Punkte  des 
Raumes  einander  zugeordnet.     Irgend  einer  Fläche,  z.  B. 

F{xyz)  =  0, 

entspricht  eine  andere,  die  man  erhält,  wenn  man  in  i^=  0 
die  Werte  von  x,  y,  z  aus  den  Gleichungen  (3)  einführt. 
Diese  Fläche  wird  also  in  eine  andere  verwandelt,  und  auch 
diesen  Übergang  von  dem  einen  Gebilde  zu  dem  anderen 
nennt  man  eine  Transformation.  Während  im  ersten  Falle 
das  räumliche  Gebilde  in  bezug  auf  ein  neues  Koordinaten- 
system eine  andere  Form  der  Darstellung  annahm,  geht  im 
zweiten  Falle  das  geometrische  Gebilde  in  ein  anderes  über. 
In  beiden  Fällen  aber  vollzieht  sich  die  Transformation  da- 
durch, daß  man  an  Stelle  der  Koordinaten  neue  Ausdrücke 
einfährt,  also  durch  eine  Substitution.  Wie  ferner  die 
Gleichungen  (2)  und  (3)  die  Punkte  zweier  in  einander  trans- 
formierter Gebilde  einander  zuordnen,  also  eine  Punkt- 
transformation vorstellen,  so  kann  man  durch  entsprechende 
Änderungen  einem  Punkte  etwa  eine  Ebene  zuweisen  oder 
auch  irgend  welche  andere  Gebilde. 

2.  Die  Beziehimg  oder  „Verwandtschaft",  welche  zwischen 
solchen  in  einander  transformierten  Gebilden  besteht,  kann 
selbst  Gegenstand  der  Untersuchung  sein  und  zur  Gewinnung 
geometrischer  Resultate  dienen.  Andererseits  kann  man  auch 
die  analytische  Seite  der  Transformation,  die  Veränderungen, 
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Umformungen,  Reduktionen  der  Gleichungen  in  den  Vorder- 
grund der  Betrachtung  stellen. 

Als  „geometrische  Transformationen"  —  einem  im  übrigen 
nicht  strenge  zu  definierenden  Begriffe  —  sollen  im  folgenden 
solche  Transformationen  betrachtet  werden,  bei  welchen  der 
geometrische  Zusammenhang  zwischen  den  aufeinander 
bezogenen  Gebilden  in  einfacher  Weise  übersehen  werden 
kann,  so  daß  uns  überhaupt  die  geometrischen  Beziehungen 
in  erster  Linie  interessieren. 

Um  eine  weitere  Abgrenzung  zu  gewinnen,  mögen  zu- 
nächst die  projektiven  Transformationen  behandelt  werden, 
d.  h.  solche  Verwandtschaften,  welche  die  projektiven  Eigen- 
schaften der  Gebilde  unverändert  lassen.  Ganz  von  selbst 
wird  bei  diesen  der  Begriff  des  Doppel  Verhältnisses  eine 
wichtige  Rolle  spielen. 

Unsere  nächste  Aufgabe  besteht  nun  darin,  die  Elemente 
der  Geometrie,  Punkt,  Gerade,  Ebene  in  ihrer  Lage  durch 
Koordinaten  festzulegen,  die  im  Sinne  der  projektiven  Geo- 
metrie möglichst  allgemein,  demnach  durch  Doppelverhältnisse 
ausgedrückt  sind. 

Das  Doppelverhältnis. 

3.  Vier  Elemente  eines  Grundgebüdes  erster  Stufe,  also 
vier  Punkte  A,  B,  C,  D  einer  Punktreihe,  vier  Strahlen 
a,  h,  c,  d  eines  Strahlenbüschels  oder  vier  Ebenen  a,  ß,  y,  d 
eines  Ebenenbüschels  bUden  ein  Doppel  Verhältnis,  das  man 
in  folgender  Weise  darzustellen  pflegt: 

(^^^^)-^=^' 

.    ,     j.       sin(ac)    sin  (ad) 
(abcd)==  ^—7^  :    .    ),  ,  , 
^  sm(6c)    sm{bd)' 

(aßyd)  =  ^^^^:^^^^^ 

Sind  die  vier  Elemente  und  ihre  Zuordnung  gegeben,  so  ist 
der  Wert  des  Doppelverhältnisses,  auch  dem  Vorzeichen 
nach,  bestimmt.  Wenn  die  beiden  Paare  von  Elementen, 
z.B.  A,  B  und  C,  D,  sich  trennen,  so  ist  der  Wert  des 
Doppelverhältnisses  negativ.  Trennen  sich  die  beiden  Paare 
nicht,    so   hat   das    Doppel  Verhältnis    einen   positiven  Wert. 
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Liegen  die  beiden  Paare,  z.  B.  Ä,  JB  und  C,  D,  harmonisch, 
so  entspricht  dies  dem  Werte  —  1  für  das  Doppelverhältnis 
(AB CD).     Ferner  gilt  noch  folgender  wichtige  Satz: 

Sind  drei  Elemente  eüies  Gnmdgebildes  erster  Stufe 
gegeben,  sowie  ihre  Zuordnung,  z.B.  die  Punkte  Ä,B,  C 
einer  Punktreihe,  und  ist  X  irgend  eine  reelle,  positive 
oder  negative  Zahl,  so  gibt  es  bloß  einen  Punkt  D 
der  Punktreihe,  der  mit  Ä,  B,  C  das  Doppel- 
verhältnis X  büdet,  so  daß  also 

{ABCB)  =  X. 

4.  Aus  vier  Elementen,  z.  B.  vier  Punkten  A,  B,  C,  B, 
kann  man  24  Doppelverhältnisse  bilden,  die  aber  nur  sechs 
verschiedene  Werte  haben.  Bezeichnet  man  einen  derselben, 
etwa  (ABCB),  mit  A,  so  lassen  sich  die  übrigen  fünf  Werte 
rational  durch  ihn  ausdrücken,  wie  die  folgenden  Formeln 
angeben,  welche  gleichzeitig  die  für  das  Rechnen  mit  Doppel- 
verhältnissen nötigen  Gesetze  der  Umformung  solcher  Aus- 
drücke enthalten: 

(1)  (ABCB)  =  [CBAB]  =  X. 

(2)  {A  BGB)  =  {BABC)==X. 

(5)  {ACBB)  =  1  —  (ABCB)  =  1  -  X. 

(6)  {ACBB)=^^. 

(7)  {ABCB)=      (^^^^)      -     ^ 


{ABCB)  —  1      X  —  l 
(8)  {ABBC)==^-^. 

Darstellung  der  aus  n  Elementen  abzuleitenden 
Doppelverhältnisse. 

5.  Es  seien  jetzt  beliebig  viele  Punkte  A,  B,  C,  B,  ... 
einer  Punktreihe  gegeben.  Wir  sondern  drei  derselben  aus, 
A,  B,   G,  und  legen  vier  weitere  Punkte,  Z),  B,  F,"^G,  je 
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durch  das  Doppelverhältnis  fest,  das  sie  mit  A,  B,  C  büden. 
Es  sei  also 

{ABCB)  =  d,  (ABCF)  =  (p, 

(ABCJE)  =  e,  {ABCG)  -  x- 

Wie  läßt  sich  dann  das  Doppel  Verhältnis  [DEFG]  durch 
diese  Werte  ausdrücken? 

Zunächst  überzeugt  man  sich  ohne  weiteres  durch 
Ausrechnung,  daß  für  fünf  Punkte  A,  B,  C,  B,  JE  die 
Relation  gilt: 

(9)  {AB  CB)  {ABBE)  {ABEG)  =  1. 

Durch  Anwendung  von  Formel  (3)  geht  diese  Gleichung 
über  in 

{ABCB)  {ABBE) 
{ABCE)  ~ 

oder 

(10)  iÄBm-^^y 

Diese  Formel  zeigt,  wie  man  aus  zwei  Doppelverhältnissen, 
in  denen  die  drei  ersten  Elemente  die  nämlichen  sind,  das 
dritte  dieser  Elemente  {C)  eliminieren  kann.  Vermöge  (10) 
erhalten  wir  dann 

{ÄBCE)       .,ß^p.  e 
^j^^^=^{ABBE)^-^, 


{ABCF) 


=  {ABEF)  =  ^. 


{ABCE) 
Die  Formel  (5)  liefert  weiter: 

{AEBB)  =  1  —  {ABEB)  =  - 


{AEBF)  =  1  —  {ABEF)  = ^ . 

e 

Daraus  ergibt  sich  nach  (10) 

{AEBF)      ,.j,j.j,.      e-cp 
{AEBB)  =  ^^^^^^  =  7^d' 


6  I.    Das  Doppelverhältnis.     Binäre  Maßbestimmung. 

Ganz  ebenso  wird  aber  sein: 

e  —  o 

Es  erübrigt  noch,  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  den 
Buchstaben  Ä  zu  entfernen,  wozu  die  Gleichung  (7)  dienen 
kann.     Es  ist  nämlich: 


{BEAF)  =  {ÄFBJE)  i^^^^) 


oder 


also 


ebenso 


{BEAF) 


\^ 

{AEDF)  - 

-1 

{BFAE) 

e  —  cp 

[BFAE)- 

-1       ö  —  cp 

s  ■ 

—  cp 

ö 

—  cp 

e  - 

—  1 

ö 

—  1 

d 

—  cp    b  — 

1 

{BEAG)  = 
und  daraus  endlich 

(11)  (BEFG)  = 

£  —  9?    e  —  X 

In  der  gleichen  Weise  kann  man  offenbar  jedes  aus  irgend 
vier   Punkten    formierte    Doppelverhältnis    darstellen   durch 
die  auf  A,  JB,   C  bezogenen  Doppelverhältnisse. 
Allgemein  gilt  übrigens  der  Satz: 

Sind  n  Punkte  einer  Punktreihe  gegeben  und 
n  —  3  von  einander  unabhängige,  aus  diesen  Punkten 
gebildete  Doppel  Verhältnisse,  so  läßt  sich  jedes 
aus  vieren  der  Punkte  gebildete  Doppelverhältnis 
durch   diese  n  —  3   Doppelverhältnisse  ausdrücken. 

In  der  Tat  greifen  wir  die  drei  Punkte  A,  JB,  C 
heraus  und  fixieren  die  Doppel  Verhältnisse,  welche  die  n  —  3 
übrigen  Punkte  mit  ihnen  bilden,  also: 

[ABCB]  =  d,     [ABCE]  =  £  u.  s.  f. 

Dann  können  wir  nach  dem  eben  Bewiesenen  jedes 
Doppelverhältnis,  also  auch  die  n  —  3  gegebenen  Doppel- 
verhältnisse, sowie  das  gesuchte  Doppelverhältnis  durch  die 
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n—S  Größen  d,  e,  ...  ausdrücken.  Dies  gibt  n  —  2 
Gleichungen.  Eliminiert  man  aus  ihnen  die  n  —  3  Größen 
d,  e,  .  .  .,  so  erhalten  wir  das  gesuchte  Doppelverhältnis  als 
Funktion  der  w  —  3  gegebenen  Doppelverhältnisse. 


§  2.    Die  Mafsbestimmung 
in  den  Gmndgebilden  erster  Stafe. 

Die  Punktreihe. 

6.  Um  die  einzelnen  Elemente  eines  Grundgebildes 
erster  Stufe  und  zwar  zunächst  die  Punkte  einer  Punktreihe 
durch  Zahlenwerte  in  ihrer  Lage  zu  bestimmen,  wählen  wir 
auf  der  Geraden  drei  Punkte  A^,  A^,  JE.  Irgend  ein 
Punkt  P  bildet  mit  diesen  drei  Punkten  ein  Doppel- 
verhältnis A    T?      A    V 

Für  jede  Lage  des  Punktes  P  auf  der  Geraden  nimmt 
dies]  Doppel  Verhältnis  einen,  auch  dem  Vorzeichen  nach,  be- 
stimmten AVert  an  und,  wenn  umgekehrt  irgend  ein  Zahlen- 
wert  angenommen  wird,  so  gibt  es  nach  3.  bloß  einen 
und  immer  einen  Punkt,  der  mit  A^,  A^,  E  dies  Doppel- 
verhältnis bildet.  Deswegen  kann  man  dies  Doppelverhältnis 
als  die  Koordinate  einfuhren,  durch  welche  man  die  Punkte 
der  Punktreihe  darstellt. 

Es  liegt  aber  im  Interesse  der  Rechnung,  die  Lage 
eines  Punktes  nicht  durch  eine  Größe,  sondern  durch  das 
Verhältnis  zweier  Zahlen  zu  bestimmen.  Dem  entsprechend 
schreiben  wir  das  obige  Doppelverhältnis  in  folgender  Form: 


{A,A^EP) 


..a-2  -t^  '  -^2  -^  *^2 


indem  wir  setzen: 

^'^-A.E-e, 

Die  Vorzeichen    von   a\  und  x^    werden    positiv   oder 
negativ    genommen,  je    nachdem    die    beiden    Strecken    im 
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Zähler  und  Nenner  im  gleichen  oder  im  entgegengesetzten 
Sinne  sich  erstrecken.  Die  2^^,  p^  bezw.  e^,  Cg  sind  die 
Abstände  des  Punktes  P  bezw.  E  von  den  Punkten  Aj^ 
und  Ä2 ,  Q  bedeutet  einen  willkürlichen  Proportionalitätsfaktor. 
Wir  nennen  die  beiden  Zahlen  x^,  x^  die  homogenen 
Koordinaten  des  Punktes  {x-^,  x^,  die  Punkte  A^  und  A,^ 
die  Fundamentalpunkte  (F.P.)  und  den  Punkt  E  den  Ein- 
heitspunkt. Der  Grund  für  die  letztere  Bezeichnung  ist 
klar:  wenn  P  nach  E  fällt,  so  werden  die  Koordinaten  x^ 
und  X2  je  der  Einheit  proportional.    Wir  können  also  sagen: 

Jede  der  beiden  homogenen  Koordinaten  eines 
Punktes  ist  proportional  dem  mit  dem  entsprechen- 
den Vorzeichen  versehenen  Quotienten  aus  dem 
Abstand  des  Punktes  und  dem  Abstand  des  Einheits- 
punktes von  dem  betreffenden  Fundamentalpunkt. 

Liegen  z.  B.  die  Punkte  A^,  A^,  E  so  wie  es  Figur  1 
angibt,  so  sind  auf  der  Strecke  A^  A2  die  beiden  Koordinaten 

-•^        A^  -^  +      ^  ^^  ^- 

(o,h,)  (i,ij       (Jc^,oj 

Fig.  1. 

eines  Punktes  positiv,  über  A^  hinaus  ist  x^,  über  A^ 
hinaus  x^  negativ.     Setzen  wir: 

AyA^  =  a,    —  =  % ,     -—  =  1C2, 
1  2 

so  erhalten  wir  für  die  Punkte  A^,  A2,  E  bezw.  die  Ver- 
hältniszahlen 

(0,Äi)     (7^2,0)     (1,1). 

7.    Ist  eine  lineare,  in  x^  und  X2  homogene  Gleichung 
gegeben 

1      1  "t         2      2  —  ^ 

so  bestimmt  diese  eiuen  Punkt,  da  aus  ihr 


Die  Gleichung  stellt  also  den  Punkt  ( —  «2»  ^1)  ^^-    Liegt 
allgemein  eine  homogene  Gleichung  vom  n^^^  Grad  vor  und 
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sind  ihre  Wurzeln  alle  reell,  so  werden  durch  sie  w  Punkte 
auf  der  Geraden  dargestellt.  Wie  man  allenfalls  auftretenden 
komplexen  Wurzeln  eine  geometrische  Bedeutung  geben  kann, 
bedarf  weiterer  Überlegungen.  Die  Betrachtung  von  in  solcher 
Weise  dargestellten  Punktgruppen,  überhaupt  die  Geometrie 
der  Geraden  (und  die  ihr  dual  entsprechende  des  Sti"ahlen- 
büschels)  ist  Gegenstand  der  Theorie  der  binären  Formen. 
Zusatz:  Spezielle  Fälle  der  obigen  Maßbestimmung  er- 
halten wir,  indem  wir  zunächst  als  Einheitspunkt  den  un- 
endlich fernen  Punkt  der  Geraden  nehmen.     Dann  Avird: 

Das  Doppel  Verhältnis  wird  identisch  mit  dem  gewöhnlichen 
Streckenquotienten. 

Wählen  wir  dagegen  A^  im  Unendlichen,  J.,  als  Ko- 
ordinatenanfang einer  a;- Achse,  E  in  der  Entfernung  +  1, 
so  daß  also  A^E  ==  -{-  1  ist,  ferner  ^,P=a;,  so  wird: 

Unsere  Maßbestimmung  geht  also  in  die  gewohnte  Abscissen- 
messung  über. 

Der  Strahlenbüschel. 

8.  Im  Strahlenbüschel  nehmen  wir  ganz  in  der  gleichen 
Weise  zwei  Strahlen  o^,  a,  als  Fundamentalstrahlen  und 
einen  Einheitsstrahl  e  an.  Jeden  Strahl  p  können  wir  dann 
festlegen  durch  das  Doppelverhältnis  («lag^i')-  Für  die 
Rechnung  ist  es  wieder  bequemer,  einen  Strahl  durch  das 
Verhältnis  zweier  Größen  zu  bestimmen.  Wählen  Nvir  zu 
diesem  Zwecke  auf  e  einen  Punkt  E  und  auf  p  einen 
Punkt  P  (Fig.  2)  und  fallen  von  diesen  Punkten  auf  «i  und  a^ 
die  Senkrechten  e^ ,  e, ,  p^,  p^,  so  ist 

sm(a2e)    sm(a2p) 
^  sin(^2j?):  310(026)  _  I2 
sin  {GiP)  :  sin  (Oi  e)  ~  1^ 
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wobei  also  gesetzt  wurde: 


sin  (ai  j))  ^  p^ 
sin  (a^  e)       e^ 

sin  («2  e)       e^ 


Die  beiden  Größen  1^  und  ^g  können  wir  wieder  als 
homogene  Koordinaten   des  Strahles  p  benutzen.     Um  ihre 

Vorzeichen  zu  bestim- 
men, nehmen  wir  am 
einfachsten  ii-gend  einen 
Strahl  im  Büschel  und 
betrachten  bloß  die  auf 
einer  Seite  desselben 
gelegenen  Halbstrahlen. 
Dann  ist  z.  B.  das 
Vorzeichen  von  1^  posi- 
tiv, wenn  die  Winkel- 
drehungen (fbipj)  und 
(a^e)  im  gleichen  Sinne 
laufen,  negativ,  wenn 
diese  Drehungen  ver- 
schiedenen Sinn  haben.*) 
Statt  von  P  und  E 
Senkrechte  auf  «^  und  % 
zu  fällen,  können  wir 
auch  Parallele  zu  zwei  festen  Richtungen  g^  und  g.^  ziehen 
und  die  Abstände  in  diesen  Richtungen  messen. 
Eine  lineare  Gleichung  zwischen  dem  |,  etwa 

«1^1+  «2^2=  0 

stellt  einen  Strahl  vor,  eine  homogene  Gleichung  n^^  Grades 
n  Strahlen  des  Büschels,  wenn  wir  uns  erlauben,  den  kom- 
plexen Wurzeln  „imaginäre"  Strahlen  zuzuweisen. 

Im  Ebenenbüschel  ist  eine  durchaus  entsprechende  Maß- 
bestimmung ganz  ebenso  durchführbar.  Schneidet  man  in 
den  Ebenenbüschel    mit  einer  zu    seiner  Achse   senkrechten 


Fig.  2. 


*)  Näheres  darüber  findet  man  z.  B.  in  des  Verfassers  „Pro" 
jektiven  Geometrie",  2.  Auflage,  Leipzig  1901  (Sammlung  Göschen 
Nr.  72),  S.  26  ff. 
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Ebene  ein,  so  kann  die  Maßbestimmung  in  dem  dadurch 
entstehenden  Strahlenbüschel  sofort  auf  den  Ebenenbüschel 
übertragen  werden. 

§  3.    Ausdrücke  far  das  Doppelyerhältnis. 
Einige  Aufgaben. 

Das  .Doppelverhältnis,  ausgedrückt  durch  die 

Koordinaten. 

9.    Sind  vier  Elemente  eines  Grundgebildes  erster  Stufe 

gegeben  durch  ihre  Koordinaten  {Xj^,  x.2),  (j/i,  y-i),  (^i,  z^, 

(^,  to),  so  hat  man  also,  wenn  wir  z.  B.  Punkte  wählen,  die 

Beziehungen 

{A,Ä,EY)  =  ri  =  y^ 
Vx 

^1 

Nach  Formel  (11)  von  5.  folgt  daraus: 

(XYZT)  -  ^-^  :  i^^ 
(1)  "^-^    ''-" 

~  (2/2  ^1  —  yi  «2)  *  (^2  h  —  Vi  h) 

Schreiben  wir  abkürzend: 

SO  wird  {     \    (  f\ 

,2)  (xrzr)  =  g:|| 

Das  Doppelverhältnis,  ausgedrückt  durch  die 
Parameter. 

10.    Zwei  Punkte  A  und  B  einer  Punktreihe  seien  ge- 
geben durch  die  Gleichungen 

ax  =  ai3t>^  -\-a^x^  =  0 
&,  =  }\x^  +  h^x^  =  0 
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Bilden  wir  für  irgend  einen  Zahlenwert  2  die  lineare 
Verbindung  ax —  Ih^  und  setzen  dieselbe  =  0,  so  wird  diese 
Gleichung  befriedigt  durch  die  Werte 

x^:  x^^  («2  —  •^^2)  •  —  (%  —  •^^1) 

und  stellt  also  ebenfalls  einen  Punkt  C  vor. 

Wird  als  kürzere  Schreibweise  für  diese  Gleichung  der 
Ausdruck  Cx  gewählt,    so    ist  der  Punkt   C  gegeben   durch: 

Cx  =  O/x ^  f^x  ^^^  'J 

Die  Größe  X,  welche  durch  ihre  Werte  die  Punkte  der 
Punktreihe  liefert,  heißt  ein  „Parameter".  Ein  weiterer 
Punkt  D  der  Punktreihe  sei  nun  gegeben  durch  den  Para- 
meterwert fXy   so  daß 

Wir  fragen  nach  dem  Wert  des  Doppelverhältnisses  {AB  CD). 

Für  die  Doppel  Verhältnisse,    welche  diese  vier  Punkte 

mit  unseren  Fundamentalpunkten  bilden,  haben  wir  die  Werte 

«2  h 

%  —  Xb^  a^  —  fA,\ 

Die  Formel  (1)  von  9.  liefert  dann  ohne  weiteres: 

(3)  {ÄBCJD)  =  - 

Zusatz:  Wenn  wir  das  Grundgebilde  erster  Stufe  in 
der  Form 

üx  —  Ibx^O 
schreiben,  so  sind  dabei  die  „Grund" -Elemente 
«a;  =  0     und     hx  =  0 

doch  in  keiner  Weise  ausgezeichnet.  Wir  können  vielmehr 
ebensogut  irgend  zwei  andere  Elemente 

Px^^cix  —  Ai  &a;  =  0     und     qx^^  cix  —  ^2  &x  =  0 

als  solche  Grundelemente  benutzen.  Denn  ein  beliebiges 
Element  des  Grundgebildes  läßt  sich  auch  als  lineare  Zu- 
sammensetzung aus  ^a;  und  qx  darstellen.  Wird  nämlich  gesetzt: 
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(4)  «x  —  ^h  =  vp^  +  QQx 

SO    ergeben   sich  durch  Einsetzen  der  obigen  Werte  für  p^ 


und 

Qx 

in 

(4) 

die  Bestimmungsgleichungen 

V  +  Q=l 

also 

"^ 

vi, 

-  X 

-k 

Q=  — 

X 

Demnach  erhalten  wir  die  auch  direkt  evidente  Umformung: 
_  (Ag  —  A)  («^  —  X^h^  —  (Ai  —  ^)  K  —  h^^ 

^X  f-'^X  y       1 

Das  Grundgebilde  kann  also  auch  in  der  Form: 

geschrieben  werden,  und  die  Veränderung  der  Grundelemente 

hat  nur  die  Folge,  daß  an  Stelle  des  Parameters  X  der  neue 

\  l 

Parameter  a  =  -^ r^  tritt. 

11.    Das    soeben    gefundene   Resultat   dient  weiter  zur 
Losung  der  folgenden  allgemeinen  Aufgabe: 
Gegeben  seien  vier  Punkte: 

il=  «X  —   Ai&x  =  0  L^=ax  Ag&x  =  0 

L^^üx  —  ^2 6x  =  0  if4 ^  «x  —  XJ)x  =  0 

Wir  fragen  nach  dem  Doppelverhältnis,  das  diese  vier 
Punkte    bilden,    und    bezeichnen    dasselbe    einfach    durch 

Die  beiden  ersten  der  Gleichungen  (5)  können  wir 
benutzen,  um  Ux  und  &x  durch  L^  und  L^  abzukürzen. 
Wir  finden: 

A., Z/j  —  X^Ij2  ^^  [^  —  X^üx 

Li  —  Li  =  (li  —  X^)  bx 
folglich 

«x  =  3 jT  •  Li  —  -. r-  •  io 
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und  ^  , 

Die  beiden  letzten  der  Gleichungen  (5)  femer  geben  uns 
die  Möglichkeit,  auch  ig  und  i^  durch  L^  und  L2  dar- 
zustellen.    Denn  es  ist: 

^3  =  -■, r  •  ^1 


7-            ^2          ^4       T             K  —  Kr 
^2  A]^  A2  Aj^ 

Statt  der  ursprünglich  gegebenen  Gleichungen  (5)  können 
wir  daher  folgende  wählen: 

A  =  0  io  =  0 

A2     A3  /g  —  A4 

Diese  Schreibweise  setzt  uns  in  den  Stand,  das  Doppel- 
verhältnis der  gegebenen  vier  Punkte  nach  dem  unmittelbar 
vorhergehendem  Satze  zu  bestimmen,  und  es  ist  darnach: 

(6)  (A,V3A,)  =  ^^:i^ 

A2        A3    A2        A4 

Diese  Formel  gilt,  wie  leicht  zu  sehen,  ganz  ebenso  für 
Strahlen  oder  Ebenen.  An  Stelle  der  Ausdrücke  a^,  ... 
treten  dann  Gleichungen  von  der  Form: 

«f  =  «1  ^1  +  02 13  =  0 

Das  Doppelverhältnis  ist  mithin  unabhängig  vom  Ko- 
ordinatensystem bloß  durch  die  Parameter  der  einzelnen 
Elemente  ausgedrückt. 

Harmonische  Lage  zweier  Elementenpaare. 

12.  Sind  in  einem  Grundgebilde  erster  Stufe  zwei 
Paare  von  Elementen  gegeben,  jedes  durch  eine  quadratische 
Gleichung,  also  etwa  die  Punktpaare 

«0^1  +  2aiXiX2  +  «2^2  =  0 
(7) 
und  &o^i  +  SöiiCiÄ-a  +  &2«2  =  0  | 
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SO  wird  verlangt,  die  Bedingung  dafür  aufzustellen,  daß  die 
beiden  Elementenpaare  sich  harmonisch  trennen. 

Die  beiden  Paare  von  Gleichungen  liefera  die  Wurzeln 

Xj^  —  a^  a;,  =  0  .r^  —  ß^x^=0 

x^  —  OL,  a^a  =  0  x^  —  /Sg^a  =  ^ 

wobei 

A  = 

OL,  =  p.7  =  , 

«0  K 

SoUen  die  beiden  Elementenpaare  harmonisch  zu  einander 
liegen,  so  muB  der  Wert  des  Doppel  Verhältnisses  =  —  1 
sein  oder  nach  Formel  (6): 


—  «1  + 1  «1 

«00^2 

«0 

—  ai — \a\ 

—  ai^a-i 

-&i+}^ 

-  \h. 

&o 

-&.-1&1- 

-hh 

«1  —  Ä      «1  —  ßi 


«2  —  ßi     <h  —  ßi 
Nach  einer   leichten  Umformung   finden  wir  daraus  die  ge- 
suchte Bedingung: 

(8)  Dab  =  ao&2  —  2«!  &i  +  02^0  =  0 

Doppelverhältnis  zweier  Elementenpaare. 

13.  In  jeder  Lage  bilden  die  beiden  durch  die  Glei- 
chungen (7)  dargestellten  Paare  ein  bestimmtes  Doppel- 
verhältnis, wobei  vsdr  a^  und  a^  einerseits,  ßi  und  ß^  anderer- 
seits zusammennehmen  wollen.    Es  ist  dann: 

(Ol  a.2  ßx  ßi)  =  j- ^Yü ä1 

(«2  —  ßi)  (fli  —  ßi) 

Führen  wir  noch  zur  Abkürzung  die  Bezeichnungen  ein: 
/g.  Da  =  «1  —  «oOa 

Db  =  bi  —  6o  h 
so  wird:  

(10)  (a,a,Ä/J,)  =  ^^^+|S^Z) 

Dab—2yi)jh 

J>a   und    Dj   sind    die    Diskriminanten    der    quadratischen 
Gleichungen  (7).    Sind  sie  positiv,  so  stellen  die  Gleichungen 
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reelle  Elementenpaare  dar.  Ist  aber  eine  solche  Dis- 
kriminante  negativ,  so  können  wir  kein  solches  Elementen- 
paar angeben.  Daß  man  in  diesem  FaUe  von  „imaginären" 
Elementen  sprechen  darf,  die  unabhängig  vom  Koordinaten- 
system eine  geometrische  Berechtigung  haben,  hat  erst 
V.  Staudt*)  bewiesen,  indem  er  als  geometrischen  Represen- 
tanten  solcher  imaginärer  Elemente  die  Involutionen  ein- 
führte. Darauf  kann  hier  nur  verwiesen  werden.**)  Die 
Gleichung  (10)  gibt  uns  aber,  wenigstens  rein  formal,  auch 
für  imaginäre  Elementenpaare  die  Werte  der  zugehörigen 
Doppelverhältnisse. 

Wir  unterscheiden  folgende  Fälle: 

a)  Dab=0.  Dann  liegen  die  beiden  Elementenpaare 
harmonisch,  das  Doppelverhältnis  D  wird  =  —  1  ganz  un- 
abhängig davon,  ob  die  beiden  Elementenpaare  reell  oder 
imaginär  sind. 

b)  Daß  SO.  Entweder  haben  dann  D«  und  D^  gleiches 
oder  ungleiches  Vorzeichen.  Im  ersten  Falle  sind  beide 
Elementenpaare  reell  {Da  und  Db  >  0)  oder  beide  imaginär 
(Da  und  Db  <  0).  Das  Doppelverhältnis  D  der  vier  Elemente 
ist  wegen  DaDb>  0  in  beiden  Fällen  reell.  Bei  ungleichen 
Vorzeichen  von  Da  und  Db  jedoch  ist  das  eine  Elementen- 
paar reell,  das  andere  imaginär  und  wegen  DaDb<CO 
nimmt  das  Doppelverhältnis  D  einen  imaginären  Wert  an. 

Der  Winkel  zweier  Geraden  dargestellt  als 
Logarithmus  eines  Doppelverhältnisses, 

14.  Es  ist  bereits  erwähnt  worden  (7.,  Zusatz),  wie 
man  eine  Strecke  x  als  Doppel  Verhältnis  (oo,  0,  1,  x)  dar- 
stellen kann,  indem  man  die  Punkte  oo,  0,  1  als  Fundamental- 
punkte wählt.  Nicht  so  einfach  ist  der  Winkel  zweier  Geraden 
mit  einem  Doppelverhältnis  in  Zusammenhang   zu   bringen. 

Benutzen  wir  ein  rechtwinkeliges  Koordinatensystem, 
in  dem  zwei  Gerade  durch  den  Koordinatenanfang  gegeben 
seien  durch  die  Gleichungen 

y  ==]c  '  X     und     y  =:^'k-^  .  x 


*)    V.  Staudt:   „Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage".    Nürnberg 
1856,  1857,  1860. 

**)  Vergl.  Clebsch-Lindemann:  „Vorlesungen  über  Geometrie", 
2.  Band,  1.  Teil,  Seite  104,  wo  auch  weitere  Literatur  angegeben  ist. 
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Schreiben  wir  femer  das  imaginäre  Geradenpaar 

an  oder 

y  —  ix  =^  0     und    y  -\-  ix  =  Q 

so  sind  dies  bekanntlich  die  Linien,  welche  durch  den  Ko- 
ordinatenanfang nach  den  unendlich  fernen,  imaginären  Kreis- 
punkten laufen.     Bilden  wir  jetzt  für  die  vier  Linien: 

y  —  tic  =  0  y  —  hx  =  0 

y  -^  ix  =  Q  y  —  Jc^x^=0 

nach  Formel  (6)  von  11.  das  Doppelverhältnis  {i,  —  i,  Je,  kj), 
so  wird  dies :  1,771/7        7  x 

Sind  a  und  a^  die  Winkel,  welche  die  oben  genannten 
Geraden  mit  der  a:- Achse  bilden,  und  ist  d  der  Winkel  der 
beiden  Geraden  selbst,  so  wird: 

Dann  können  wir  auch  schreiben: 

•77.       1  -ttg^ 

-  <•'  - ''  *'  *''  =  r+iM 

Aus  der  Analysis  ist  nun  die  Relation  bekannt: 

Dieselbe  liefert: 

log  (i,  -  i,  i,  J.)  =  log  (l^i||)  =  -  2,- .  * 
Folglich  wird: 

^  =  2^og{iy  —  t,  k,  \) 

Der  Winkel  zweier  Geraden  kann  also  dargestellt  werden 
als  der  natürliche  Logarithmus  des  Doppelverhältnisses, 
welches  diese  Geraden  mit  den  von  ihrem  Schnittpunkt  aus 
nach  den  imaginären  Kreispunkten  gehenden  Geraden  bilden. 

Doehlemann.   Geotnptriiirh«  Trannformatlonea.  Q 
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Dieser  Zusammenhang*)  läßt,  weiter  verfolgt,  die 
metrischen  Eigenschaften  der  geometrischen  Gebilde  als 
projektive  in  Bezug  auf  den  unendlich  fernen  Kugelkreis 
erscheinen. 


II.  Kapitel. 

Die  Mafsbestimmuiig  in  der  Ebene  und  im  Räume. 

§  4.    Die  Mafsbestimmung 
in  den  Grundgebilden  zweiter  Stufe. 

Hilfssätze. 

15.  Bevor  wir  dazu  übergehen,  die  Lage  eines  Punktes 
in  einer  Ebene  durch  möglichst  allgemeine  Koordinaten  fest- 
zulegen, müssen  wir  einige  bekannte  Sätze  der  Geometrie 
vorausschicken.  In  einer  Ebene  seien  drei  Punkte  Ä-^ ,  A.2 ,  Ä^ 


Fig.  3. 


gegeben,  sowie  ein  Punkt  JE  und  eine  Gerade  e  (Fig.  3). 
Die  Verbindungslinien  von  E  mit  Ä^^,  Ä2,  A^  mögen  die 
gegenüber  liegenden  Seiten  des  Dreiecks  A-^A^A^   bezw.  in 


*)   Er  wurde  entdeckt   von  Laguerre:   „Nouvelles  annales  :de 
math.",  t.  12,  1853, 
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El,  E.2,  -E'g    schneiden,    die    Schnittpunkte   der   Geraden    e 
mit  den  Dreiecksseiten  seien  bezüghch  E^,  E.,,  Eg. 

Dann  gut  für  die  durch  die  Gerade  auf  den  Dreiecks- 
seiten erzeugten  Abschnitte  die  als  der  Satz  des  Menelaos 
bekannte  Relation: 

^1 E3     A.2  E]^     A^  Eo -. 

AEg'^sE/AEo" 

Für  die  drei  diu-ch  einen  Punkt  gehenden  Linien  A^E^, 
A-2E0,  A^E.^  aber  haben  wir  nach  dem  Satz  des  Ceva: 

AE,    A,E,     A,E,  _ 
A,E,  '  A,E,  '  A,E, 
Dividiert  man  beide  Gleichungen,  so  ergibt  sich  die  Beziehung: 
{A,  A,  E,  E,)  {A,  A,  E,  E,)  (^3  A  E,  E,)  =  -  1 

Wenn  also  die  Gerade  e  und  der  Punkt  E  auch  ganz  be- 
liebig angenommen  werden,  so  gut  immer  der  Satz,  daß  das 
Produkt  dieser  drei  Doppelverhältnisse  gleich  der  negativen 
Einheit. 

Daraus  können  wir  folgende  Folgerung  ziehen:  Sind 
zwei  dieser  Doppelverhältnisse  je  =  —  1,  so  ist  das  dritte 
auch    =  —  1.     Wenn  also: 

{AiA^E,E,)  =  -l 


sowie 

so  ist  auch: 


{AA^x^x)--^ 


{A^AiE,E.^  =  -  1 

Um  sich  einen  Punkt  E  und  eine  Gerade  e  in  solcher 
gegenseitigen  Lage  zu  verschaffen,  daß  diese  Beziehimgen 
gelten,  kann  man  entweder  E  beUebig  wählen  und  dazu  e 
konstruieren  oder  umgekehrt  von  der  Geraden  ausgehend  den 
Punkt  E  finden. 

Hat  man  also  etwa  E  willkürlich  angenommen,  so  er- 
hält man  durch  Projektion  aus  den  drei  Ecken  die  Punkte 
Ey,  E^,  jE'g.  Dann  liefern  aber  (Fig.  4)  die  Verbindungs- 
linien EiE.2,  E^E^  und  E^E^  in  den  Schnittpunkten  mit 
den  gegenüber  liegenden  Seiten  des  Dreiecks  A^A^A^  die 
Punkte  E3,  El,  Ej,  welche  den  eben  angeschriebenen 
Gleichungen  genügen,  und  die  Verbindungslinie  dieser  drei 
Punkte  ist  die  zugehörige  Gerade  e.     Durch  eine  ähnliche 
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Konstruktion,    welche  ebenfalls  auf  den  Eigenschaften  des 
vollständigen  Vierecks  beruht,  ergibt  sich  zu  einer  beliebigen 

Geraden  e  ein  zugehö- 
riger Punkt  jE'. 

Eine  solche  Gerade  e 
und  ihr  zugehöriger 
Punkt  (Pol)  E  haben 
demnach  die  Eigen- 
schaft, daß  sie  sich 
harmonisch  trennen  in 
Bezug  auf  alle  Ecken 
und  alle  Seiten  des 
Dreiecks.  Die  Gerade  e 
heißt  auch  Harmo- 
nieale des  Punktes  E. 
Ist  E  der  Schwer- 
punkt des  Dreiecks 
A^  A^  Aq  ,  so  werden 
E^,  E2,  Es  die  Mitten 
seiner  Seiten,  und  die 
zugehörige  Harmonieale 
geht  in  die  unendlich 
ferne  Gerade  der  Ebene 
über. 

Die  Koordinaten 
eines  Punktes. 

Fig.  4.  16.     Um    nun    die 

Lage  eines  Punktes  in 
einer  Ebene  zu  bestimmen,  wählen  wir  in  ihr  vier  Punkte 
-4i,  A2,  A^,  E  beliebig,  so  daß  also  keine  drei  dieser  vier 
Punkte  auf  einer  Geraden  liegen.  Die  Punkte  A^,  A^,  A3 
bilden  das  „Fundamentaldreieck".  Den  Punkt  E  projizieren 
wir  wieder  aus  den  Ecken  dieses  Dreiecks  auf  die  Seiten, 
wodurch  wir  (Fig.  5)  die  Punkte  E^,  E^,  E^  erhalten.  Ein 
weiterer,  beliebiger  Punkt  P  liefert  ebenso  die  Projektionen 

Um  gleich  den  allgemeinsten  Fall  zu  behandeln,  seien 
noch  drei  Richtungen  g^,  g^,  g^  gegeben,  die  den  Seiten  A^A^, 
A^A^,  A^A^  des  F.-Dreiecks  bezüghch  zugeordnet  sind.    Sie 
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bilden  mit  ihnen  die  Winkel  /^i ,  ß^,  ß^.  Von  E  aus  ziehen 
wir  zu  diesen  Richtungen  Parallele  bis  zu  den  Schnittpunkten 
mit   den    zugeordneten  Seiten   und  bezeichnen   die   so    ent- 


Fig.  5. 


stehenden   Abschnitte   mit  e^,   e,,   Cg.     Ebenso   liefert   der 
Punkt  P  die  Abschnitte  p^,  p^t  Pz- 

Nimmt  man  die  Richtungen  gt  senkrecht  zu  den  be- 
treffenden Dreiecksseiten,  also: 

ßt  =  ßi  =  ßz  =  2 

80  werden  die  Größen  e,,  ebenso  wie  die  Pi  die  senkrechten 
Abstände  der  Punkte  von  den  Dreiecksseiten. 

In  Figur  5  gehen  jetzt  durch  jede  Ecke  des  Dreiecks 
vier  Strahlen,  z  B.  durch  A^  die  Strahlen  A^A^y  A^» 
A^E^y  AiPi.  Wir  bezeichnen  das  Doppelverhältnis  dieser 
vier  Strahlen  kurz  durch: 

A,{A,A,E,P,) 


e^PB 

P2- 

e, 

Ps- 

«3 

Pb- 

leg 

PX' 

:ei 

Pi' 

'•Jl 
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Jedes  dieser  drei  Doppelverhältnisse  läßt  sich  durch  die 
Größen  e,-  und  j?,  allein  ausdrücken,  während  die  Winkel  ßi 
hinausfallen.     Es  ist  z.  B. : 

A   ,  A     ^   -n  -r>         ßo  sin  ^o    «3  sin  i5o       e»  p^ 
^^2311/       e^  sin^Sä    i?2  sui/^a 

Es  ergeben  sich  also  die  Werte: 

n^  =  {A,A^E^F^)  =  A,  {A,A,E,P,)  = 

(1)  n,  =  {A,  A,  E,  P,)  ^  A,  {A,  A,  E,P,)  = 

n,  =  {A,A^E,P,)  =  A,{A,A,E,P,)  = 

P2 '  ^2 
Daraus  folgt  die  Relation: 

%  •  »*2  •  %  =  1 

Nimmt  man  zwei  dieser  Werte  beliebig  an,  so  ist  mithin 
der  dritte  vermöge  dieser  Beziehung  bestimmt.  Dies  ent- 
spricht geometrisch  dem  Umstände,  daß  man  einen  beliebigen 
Punkt  P  schon  als  Schnittpunkt  zweier  Strahlen,  z.  B.  durch 
Ai  und  A2,  erhält.  Man  könnte  also  %  und  n^  als  Ko- 
ordinaten eines  Punktes  P  benutzen. 

17.  Es  ist  aber  auch  hier  wieder  vorteilhafter,  einen 
Punkt  durch  die  Verhältnisse  dreier  Zahlen  festzulegen. 
Wir  setzen  daher: 

(2)  0^1  =  7^^     Q^2-y,     Q^s-j 

t^  ^2  ^3 

wobei  Q  ein  Proportionalitätsfaktor.  Für  den  Punkt  E  werden 
diese  drei  Zahlen  je  gleich  der  Einheit.  Er  heißt  deshalb 
der  „Einheitspunkt".    Wir  haben  also  als  Definition: 

Die  Koordinaten  eines  Punktes  sind  proportional 
den  in  bestimmten  Richtungen  gemessenen  Abständen 
des  Punktes  von  den  Seiten  des  Fundamentaldreiecks, 
wenn  diese  Abstände  noch  dividiert  werden  durch 
die  ebenso  gemessenen  Abstände  des  Einheitspunktes. 
Für  die  drei  Doppelverhältnisse  ergeben  sich  daraus  die 
Werte: 

(3)  i^i  =  ^>    '^2--z',    »»3==: 
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Die  Größen  x^,  x^,  x.^  sind  auch  mit  bestimmten  Vor- 

zeichen  behaftet.     Der  Quotient  —  z.  B.  wird   positiv  zu 

nehmen  sein,  wenn  P  und  E  auf  der  gleichen  Seite  der 
Gei'aden  Ä^A.^  gelegen  sind,  dagegen  negativ,  wenn  die 
genannten  Punkte  auf  verschiedenen  Seiten  dieser  Linie 
hegen. 

Wählen  wir  —  was  ims  ja  freisteht  —  den  Einheits- 
punkt E  im  Innern  des  Dreiecks  A^  A,  A.^ ,  so  gibt  die 
Figur  6  die  Vorzeichen  der  drei  Koordinaten  für  die  ver- 


Fig.  6. 


schiedenen  Gebiete  der  Ebene.  So  oft  eine  Seite  des  Funda- 
mentaldreiecks überschritten  wird,  ändert  sich  das  Vorzeichen 
der  auf  diese  Seite  bezogenen  Koordinate. 

Sind  z.  B.  für  einen  Punkt  die  Verhältniszahlen 


gegeben,  so  erhält  man: 


ni  =  _6,  «2  =  3.    W3=  — 2 

Der  gleiche  Punkt  wird  aber  auch  bestimmt  durch  die  Ver- 
hältniszahlen 

—  3,     6,    —1 

Wir  sind  demnach  imstande,  durch  die  Verhältnisse  von 
drei  Zahlen  die  Punkte  einer  Ebene  in  Bezug  auf  das  System 
der  Fundamentalpunkte  festzulegen  und  überhaupt  Lagenbezie- 
bungen  zu  untersuchen.  Handelt  es  sich  aber  darum,  aus  irgend 
welchen    Gründen    metrische   Zusammenhänge    in    solchen 
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tiimetrischen  Koordinaten  zu  behandeln,  so  müssen  wir  dem 
Faktor  Q  in  den  Gleichungen  (2)  einen  bestimmten  Wert 
beilegen  mid  setzen   ihn  am   einfachsten  =  1.     Die  Größen 

/.x  Pi  Ih  Ps 

(4)  i»i  =  ~.     ^2=7»     ^^  =  y 

C^  «2  <^3 

heißen  dann  zum  Unterschiede  von  den  Verhältniskoordinaten 
die  wahren  Koordinaten  eines  Punktes. 


Relation  zwischen  den  drei  Abständen 
eines  Punktes. 

18.  Zwischen  den  drei  Verhältniszahlen  eines  Punktes 
kann  natürlich  kein  Zusammenhang  bestehen.  Dagegen  sind 
die  senkrechten  Abstände  eines  Punktes  von  den  Dreiecks- 
seiten oder  auch  die  in  den  beliebigen  Richtungen  ge- 
messenen Abschnitte  p^,  p^,  Ps  durch  eine  lineare  Beziehung 
verknüpft.  Diese  senkrechten  Abstände  eines  Punktes  P 
sind  bezw.: 

Pi  sin  ß^ ,    p2  sin  ß^ ,    jög  sin  ß^ 

und  wenn  a,  b,  c  die  Längen  der  Seiten  des  F.-Dreiecks 
und  mit  i^sein  Flächeninhalt  bezeichnet  wird,  so  erhalten  wir: 

(5)  ap^  sin  ß^  +  bp^  sin  ß^  +  cp^  sm  ß^  =  2F 

Die  a,  h,  c  sind  hier  positive  Zahlenwerte,  die  pi  aber  gehen 
mit  ihren  Vorzeichen  in  die  Gleichung  ein  und  übertragen 
dieselben  auf  die  Dreiecksflächen  PA^Ä^,  PA2Ä3,  PA^Aj^, 
so  daß  die  obige  Relation  für  jede  Lage  des  Punktes  P 
in  der  Ebene  gilt. 

Mißt  man  die  Abstände  senkrecht  zu  den  Dreiecks- 
seiten, so  geht  (5)  über  in: 

(6)  ap^  +  hp,  +  cp,=  2F 

und  unter  Einführung  der  wahren  Koordinaten: 
(6  a)  aej^Xi  +  ^^2^2  +  ^^3^3  =  2F 

Die  Abstände  des  Einheitspunktes  genügen  natürlich  gleich- 
falls diesen  Gleichungen. 

Sind  nun  zur  Bestimmung  eines  Punktes  irgend  drei 
Verhältniszahlen  xi,  x\,  xl  gegeben,  so  finden  wir  die  Pi 
dieses  Punktes  wie  folgt.     Es  ist: 
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nr«--Pl        nr*»--^-^        nr°--^^ 
QXi  —  —  ,       QX-2  —  —  ,       QX3  —  — - 

"1  ^2  ^ 

Entnimmt  man  daraus  die  Werte  der  p,-  und  setzt  sie  in  (6) 
ein,  so  wird: 

^  ö    ,    7       ö    ',  ö 

aCiXi  +  062^^2  +  ce^Xs 

Damit  sind  auch  die  Pi  gegeben,  es  ist  z.  B.: 

2eixlF 

Pi  = ^V7 — ö"T ö    "-s-^- 

aeiXi  +  062X2  +  cea^^s 

Statt  den  Einheitspunkt  von  vomherein  anzunehmen, 
können  wir  auch  festsetzen,  daß  die  Koordinaten  eines  be- 
liebigen Punktes  den  mit  gegebenen  Konstanten  y^,  y^,  y.^ 
multiplizierten  Größen  p,  proportional  sein  sollen,  also: 

QX^=  y^p^ ,     gx.^  =  y.^p.^ ,     QX^=  y^p^ 

Dann  bestimmen  sich  daraus  die  e,  des  Einheitspunktes: 

_  1      1      1 

n     Vi     Ys 

woraus  wie  oben  die  Werte  der  e,  selbst  berechnet  werden. 
Oder  wir  könnten  festsetzen,  daß  für  einen  gegebenen 
Punkt   mit   den  Abstanden  j)\,  p\,  pl   dessen  Koordinaten 
drei  gegebene  Verhältniszahlen  x\,  x\,  x\  werden  u.  s.  w. 


Die  Koordinaten  einer  Geraden. 

19.  Zur  Bestimmung  einer  Geraden  führen  wir  ganz 
analoge  Betrachtimgen  durch.  Gegeben  seien  (Fig.  7)  vier 
Gerade  a^,  o^,  Og,  e;  die  drei  ersten  bilden  ein  Dreieck 
A^A^A.^ ;  die  Gerade  e  schneidet  in  E^,  E^,  E3,  eine  beliebige 
Gerade  p  va.  P^,  P^,  P3  die  drei  Dreiecksseiten.  Wir  fällen 
von  den  Ecken  A^,  A.,,  A.^  die  Senkrechten  sowohl  auf  e 
als  auf  p  und  nennen  diese  Lote  e^,  Eo,  «3  bezw.  n^,  tz^,  ti^. 
Dann  ist  das  Doppelverhältnis: 

l  A      A     p    p  \  _  A^l   .  -^2Pl  «2   .  ^2  «2^3 

V^2  -^3  ^1  rj  —  -j-z^  .  -j-5-  =  -  :  —  = 
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Wir  erhalten  mithin  folgende  drei  Doppelverhältnisse: 


(7) 


v^={Ä^Ä^\E2P^)  = 


Zwischen  diesen  drei  Werten  besteht  die  Relation: 

v^v^v^  =  1 
Gibt  man  sich  zwei  derselben  beliebig,  z.  B.  v^   und  v^ ,  so 
sind  damit  die  Punkte  P^  und  P^  bestimmt,  also  ist  auch 
die    Gerade  p    als    deren  Verbindungslinie    gegeben.     Man 


Fig.  7. 

könnte  wieder  v^  und  j'g  ^Is  Koordinaten  der  Geraden  p 
einführen.  Um  aber  die  Rechnung  homogen  zu  gestalten, 
fuhrt  man  drei  Verhältniszahlen  ein  und  setzt: 
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(.0) 

eh  =  '^, 

h 

^2 

«3 

Dann  wird: 

(9) 

4 

^3 

-t 

Die  Betrachtungen  bleiben  auch  noch  richtig,  wenn  wir 
uns  eine  feste  Richtung  geben  und  statt  der  Senkrechten 
auf  eine  Gerade  p  die  Parallelen  zu  dieser  Richtung  ziehen. 
Die  rr,  und  die  £,  sind  dann  die  auf  diesen  Parallelen  ge- 
messenen Abschnitte. 

Für  die  Gerade  e  nehmen  die  ^,  die  Verhältniszahlen 
1:1:1  an,  weswegen  dieselbe  die  „Einheitsgerade"  heißt. 
Sie  bildet  zusammen  mit  den  Linien  % ,  a^,  a^  das  „Funda- 
mentalsystem". 

Die  Größen  |^,-  sind  mit  Vorzeichen  zu  versehen.  Zwei 
Koordinaten,  wie  l^  und  |o,  haben  ungleiches  Vorzeichen, 
wenn  Ä^  und  Ä.2  auf  verschiedenen  Seiten  der  Geraden^ 
liegen.  Befinden  sich  diese  beiden  Ecken  auf  der  nämlichen 
Seite  der  Geraden,  so  haben  1^  und  l^  gleiche  Vorzeichen. 
Die  Größen  ^,  werden  die  ,4iomogenen",  „trimetrischen" 
oder  „projektiven"  Koordinaten  der  Geraden  p  genannt. 
Wir  haben  also  folgende  Definition: 

Die  trimetrischen  Koordinaten  einer  Geraden  sind 

proportional  den  Abstanden  der  Geraden  von  den 

Ecken  des  Fundamentaldreiecks,   wenn  diese   noch 

dividiert  werden  durch  die  entsprechenden  Abstände 

der  Einheitsgeraden. 

Zur   Untersuchung    metrischer    Beziehungen    müssen 

wir  in  den  Gleichungen  (8)  dem  Faktor  o  einen  bestinunten 

Zahlenwert  geben,  etwa  q  =  1.     Dann  heißen 

(10)  1,  =  ^,     1,  =  ?,     1,  =  ^ 

*1  ^  ^3 

die  wahren  Koordinaten  der  Geraden. 

Relation   zwischen    den    Abständen   einer   Geraden. 

20.  Die  drei  Abstände  jr^,  tt,,  ji^  einer  Geraden  j^ 
von  den  Ecken  Ai,  A.2,  A^  des  Fundamentaldreiecks  sind 
—  wie  auch  eine  geometrische  Betrachtung  zeigt  —  nicht 
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von  einander  unabhängig,  sondern  es  besteht  zwischen  ihnen 
eine  quadratische  Beziehung. 

Um  diese  abzuleiten,  denken  wir  uns  das  Dreieck  A-^A^A^ 
und  die  Gerade  jp  auf  irgend  ein  rechtwinkeliges  Koordinaten- 
system bezogen:  x^y^,  x^y^,  x^y^  seien  die  Koordinaten  der 
Ecken;  ferner  bilde  die  Normale  der  Geraden  jj  mit  den 
Achsen  die  Winkel  a  und  ß,  während  der  Koordinatenanfang 
von  p  den  Abstand  d  habe.  Dann  hat  man  nach  bekannten 
Formeln  der  analytischen  Geometrie: 

71^  =  x^  COS  a  +  2/1  ^'OS  ß  —  d 

(11)  71.2=^  X2  COS  a  +  2/2  COS  ß  —  d 

71^  =  x^  COS  a  -\-  y^  cos  ß  —  d 

Durchlaufen  wir  das  Fundamentaldreieck  in  der  Rich- 
tung von  A^  nach  A^  und  A^  und  nennen  a^,  Og,  a^  die 
Winkel,  welche  die  Seiten  %,  a^,  %  mit  der  a;- Achse  bilden, 
so  ist  ferner: 


cos  tti  =    ^   ^     ^  ^  ri^^^^  ~  ^2) 


^3 

— 

x^ 

a 

:rl 

— 

x^ 

& 

«Xxrt 

— 

^1 

2J 

(12)  cos  02  =  :2__^  =  _|^(^^  _  X.,) 

t<xo  .</1  Ato  . 

cos  ag  =        ^        =  ^  (rr^  —  x^) 

2  JP  ==  a^i  =  6^2  =  cÄg 

der  doppelte  Flächeninhalt  des  Fundamentaldreiecks.     Für 
denselben  hat  man  andererseits  den  Ausdruck: 

(13)  2  F  -  2/1  (^3  —  ^2)  +  2/2  (^1  —  ^3)  +  Vz  (^2  —  ^1) 

Aus  den  Gleichungen  (11),  (12)  und  (13)  ergibt  sich  durch 
eine  einfache  Rechnung: 

n-,  cos  a^    ,    JTo  cos  a..       jto  cos  a»  ^ 

/5  ist  auch  der  Winkel,  welchen  die  Gerade  p  mit  der 
rc- Achse  bildet.  Die  ic- Achse  kann  als  eine  beliebige 
Gerade  p'  gelten,  so  daß  wir  die  Beziehung  erhalten: 

(14)  cos (i?i)')  =  ^ .  cos («ip ' )  +  ^  .  cos [a^p ' )  -}-  ^  •  cos {a^p') 
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Lassen  wir  jetzt  p'  der  Reihe  nach  mit  p,  a^,  a.,,  % 
zusammenfallen,  so  ergeben  sieh  die  Gleichungen: 

1  =  'J^  •  cos  {a^p)  +  ^  '  cos  {a.^p)  +  ^  •  cos  {a^p) 
cos(üai)  =  ^  +^  .  cos («,«!)  + T^  •  cos («3«!) 

•  Äl  «2  Äg 

cos  {pa^)  =  T^  •  cos  («1  «2)  +  T^  "^  '^  *  *^^  (%*2) 

(i^«3)  =  ^  •  cos  («lag)  +  '^  .  cos  («2  «3)  +  ^ 

Multipliziert   man    die   letzten    drei  Gleichungen    der  Reihe 

nach  mit  ^,  -^ ,  -^ ,   so   finden   wir  durch  Addition  und 
Aj      h.2     «3 

mit  Rücksicht  auf  die  erste  Gleichung: 

2  2  2        o 

1  =  72  +  72  +  T2  +  -YV  ^«^(«1«^') 
Äi         %         "3         n\iH 

+  -^^  cos  («1  Og)  +  -^-^  cos  (a^  «3) 


cos 


Führt  man  die  Dreieckswinkel  selbst  ein,  so  wird: 

2  2  2  o 

.Ti        7ti        n^         i.n^ni         ,  .  . 
—  -] — -  -j — cos  (^3) 

{\h\   ^^       ^^       ^         ^^^^ 

Dies  ist  die  gesuchte  Relation  zwischen  den  Distanzen  ji^  ,71.^,71^. 
Setzt  man  aus  den   Gleichungen  (10)  die  wahren  Ko- 
ordinaten §<  der  Geraden  ein,  so  ergibt  sich  die  Beziehung  (15) 
in  folgender  Form: 


(15  a)    ^*  ^  ^'  ^^^ 

2£i«3§ll8  .  2£2«3§2§8  .  1 

cos  A^ r-T cos  -^1  =  1 


ÄjÄg  Äj^ 
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Ist  eine  Gerade  durch  die  Verhältniszahlen  |?,  1°?  I3 
gegeben,  so  findet  man  die  Ui  dieser  Geraden  auf  folgende 
Weise.     Es  ist  zunächst: 

^1  ^2  H 

Führt  man  die  daraus  resultierenden  Werte  der  jr,  in 
die  Gleichung  (15)  ein,  so  ergibt  sich  für  q  eine  rein  qua- 
dratische Gleichung,  und  es  sind  demnach  auch  die  tt,-  be- 
stimmt bis  auf  ein  gemeinsames  Vorzeichen.  Bei  einer  der 
drei  Koordinaten  dürfen  wir  also  das  Vorzeichen  beliebig 
wählen,  die  Vorzeichen  der  beiden  anderen  Koordinaten  sind 
dann  damit  gegeben. 


Punkt  und   Gerade  in  vereinigter  Lage. 

21.  Wir  stellen  jetzt  die  Bedingung  auf,  daß  ein 
Punkt  P  mit  den  Koordinaten  x^,  x.2,  x^  auf  einer 
Geraden  p  mit  den  Koordinaten  1^ ,  I2  ?  I3  gelegen  ist.  Da- 
bei beziehen  sich  diese 
Koordinaten  auf  das 
gleiche  Fundamental- 
dreieck ^1^2  ^3  j  dessen 
Seiten  A^  Ä^ ,  A^A^, 
A^  A2  bezüglich  % ,  a^, 
«3  sind  (Fig.  8).  Der 
Einheitspunkt  E  und 
die  Einheitsgerade  e 
seien  beliebig  angenom- 
men. Nach  dem  Hilfs- 
satz von  15.  ist  dann 
das  Produkt  der  drei 
Doppel  Verhältnisse,  zu 
denen  U  und  e  auf 
den  Dreiecksseiten  die 
Veranlassung  gaben, 
gleich  der  negativen 
Einheit.  Wir  setzen 
Fig.  8.  also  etwa :  ] 
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(A^^3  E3)  =  -  y 
'•1 


(16)  {Ä,ÄsE,E,)  =  -^ 

) 

{A^  Ai  i-,  Eo)  =       y- 

Der  Punkt  P  mit  den  Koordinaten  %,  x^,  x^  liefert  nach  17. 
die  Beziehungen: 

(17)  (A,A,E,F,)  =  '^ 

2 

{A,A,E,P,)  =  ^ 

während  für  die  Gerade  p  mit  den  Koordinaten  1^,  ^2,  ^3 
nach  19.  die  Gleichungen  gelten: 

(J-i  A^  ^3  P3)  =  ~r 

(18)  (^^3EiPi)  =  | 
\A^A^  Ej  P2)  =  ^ 

?3 

Greifen  wir  jetzt  die  fünf  Punkte  A^,  A,,  E^,  P3,  E3 
heraus,  so  gut  die  Gleichung  (9)  von  5.: 

(19)  (A^^jPg)  (A^Pg  E3)  (^1'^  £3-^3)  =  1 

Benutzen  wir  noch  die  Gleichung  (10)  von  5.,  wonach 

{A,A,E,P,)-^^'^^'^'^ 

um  das  erste  Doppelverhältnis  in  (19)  zu  eliminieren,  so 
ergibt  sich  aus  (19)  unter  Benutzung  der  Gleichungen  (16) 
und  (17)  sofort  die  folgende  Gleichung: 
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[Ä^  A^  Pg   Pg)    =    


^2  "^2  ^2 


ebenso  ist  dann: 

(20)  {A,A,P,P,)==- 


^\  "^1  VI 

^2  -^2  ^2 

^1  -^l  ^1 
'^S  "^3  ^3 


Diese  Gleichungen  gelten  noch  für  jede  Lage  von  Pnndp. 
Die  Bedingung,  daß  P  auf  p  liegen  soll,  können  wir  nun 
dadurch  einführen,  daß  unter  dieser  Voraussetzung  durch 
Projektion  aus  P  die  Punkte  A^,  A2,  P3,  P3  übergehen  in 
die  Punkte  P^,  A2,  P^,  A^,  und  da  das  Doppelverhältnis 
bei  jeder  Projektion  seinen  Wert  beibehält,   so  erhält  man: 

(-^1  -^  P3  P3)  ^=  i-Pi  ^2  Pi  -^s) 

==1-{P,P,A,A,) 

==1-{A2A,P,P,) 
also: 

(21)  (A^2  P3P3)  +  iA,A,P,  P,)  =  1 

Führt  man  in  diese  Beziehung  die  aus  den  Glei- 
chungen (20)  resultierenden  Werte,  so  erhält  man  die*Be- 
ziehung: 

(22)  ^  ^1  a^i  +  4  ^2  ^2  +  ^3  ^3^3  =  0 

Dies  ist  also  die  Bedingung  dafür,  daß  der  Punkt  (x^,  x.^,  x^) 
auf  der  Geraden  (^1,  ^3?  I3)  liegt.  In  dieser  Bedingung  für 
die  „vereinigte  Lage"  kommen  noch  die  Größen  Xi  vor, 
welche  die  gegenseitige  Lage  von  E  und  e  bestimmen.  Die 
Bedingung  (23)  nimmt  die  einfachste  Form  an: 

(23)  ^l^TiH-  123^2 +13^:3  =  0 

wenn  wir  e  als  die  Harmonieale  von  E  wählen.  Denn 
dann  ist: 

^1  =  /^  =  fi-s^=  ^ 

Dies  soll  im  folgenden  immer  vorausgesetzt  werden. 
Hat  man  jetzt  eine  Gerade  mit  den  Koordinaten: 

^1 :  ^2 :  ^3  =  «1  :  «2  '•  % 
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SO  liegt  ein  Punkt  x^^,  x.^,  x^  stets  auf  ihr,  wenn 

«1^1+02^2  +  03^3  =  0 

Dies  ist  aber  dann  die  Gleichung  dieser  geraden  Linie. 

Gehen  mr  andererseits  aus  von   einem  festen  Punkte: 
iCj :  iC, :  ajg  ^  a^ :  a., :  Og 
so  gilt  für  jede  Gerade,  welche  durch  ihn  hindurch  geht: 

«1^1 +  «-2  ^2+  «3^3=  0 

Dies  ist  also  die  Gleichung  des  Punktes  (a^,  o.,,  03). 
Natürlich  wird  x^^x,^x^=^^ 

die  Gleichung  der  Einheitsgeraden  und 

li  +  ^2  +  ^3  =  0 
die  Gleichung  des  Einheitspunktes. 

Die  unendlich  ferne  Ebene  und  die  imaginären 
Kreispunkte. 

22.  Setzen  wir  in  den  Gleichungen  (6)  und  (6  a)  von  18. 
statt  der  rechts  stehenden  Konstanten  den  Wert  0,  so  daß 
wir  erhalten: 

(24)  opi+    &P2    +    cpg    =0 
und 

(24a)  aeiXi-i-he^x^  +  cesX^  =  0 

so  können  wir  überhaupt  keine  im  Endlichen  gelegene 
Punkte  angeben,  deren  Koordinaten  diesen  Beziehungen  ge- 
nügen würden.  Dagegen  zeigt  ein  Grenzübergang,  daß  die 
AVertsysteme,  welche  sich  aus  diesen  Gleichungen  berechnen 
lassen,  stets  unendlich  ferne  Punkte  der  Ebene  liefern. 
Weil  nun  (24a)  eine  lineare  Gleichung  ist,  so  sagt  man: 
Die  unendlich  fernen  Punkte  liegen  auf  einer  unendlich 
fernen  Geraden  und  (24  a)  stellt  diese  unendlich  ferne,  un- 
eigentliche Gerade  dar. 

Schreiben  wir  femer  statt  der  Gleichung  (15  a)  von  20. 
die  folgende: 

iiil  -i_  !ii?  _[_  ?il?  _  ^^'^aSigg  .  cos  ^ 

(25)  ^'  ^  ^  ^^^ 

7—7 COS  A2 j-^ cos  -4,  =  0 

«i«3  n^h 

Doehlemknn,  Geometrische  Transfornuktioneii.  3 
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SO  gibt  es  keine  im  Endlichen  gelegene  Geraden,  deren 
Koordinaten  dieser  Relation  genügen.  Die  unendlich  ferne 
Gerade  jedoch  befriedigt  mit  ihren  Koordinaten  dieselbe, 
und  außerdem  haben  noch  unendlich  viele  imaginäre  Gerade 
diese  Eigenschaft.  Dieselben  umhüllen,  wie  man  zeigt,  zwei 
imaginäre  Punkte  auf  der  unendlich  fernen  Geraden,  durch 
welche  alle  Kreise  der  Ebene  hindurchgehen.  Es  stellt 
Gleichung  (25)  die  unendlich  fernen,  imaginären  oder  die 
sogenannten  „absoluten"  Kreispunkte  dar. 

Spezielle  Fälle. 

23.  Machen  wir  besondere  Annahmen  hinsichtlich  des 
Fundamentaldreiecks,  des  Einheitspunktes  oder  der  Einheits- 
geraden, so  erhalten  wir  speziellere  Koordinatensysteme. 
Die  Abmessungen  mögen  im  folgenden  stets  senkrecht  zu 
den  Dreiecksseiten  genommen  werden. 

Wir  können  z.  B.  erstens  als  Einheitspunkt  E  den 
Mittelpunkt  des  dem  Fundamentaldreieck  eingeschriebenen 
Kreises  nehmen.    Für  ihn  ist  e^  =  63  ^  63  und  demnach : 

x^ :  X2 :  Xq  =  Pi :  p.2 :  p^ 
Die  Koordinaten  eines  Punktes  verhalten  sich  dann  einfach 
wie  seine  senkrechten  Abstände  von  den  Seiten  des  Funda- 
mentaldreiecks. 

Die  Einheitsgerade  ist  die  Harmonieale  des  genannten 
Kreismittelpunktes.  Sind  e^,  e^,  £3  die  Abstände  derselben 
von  den  Ecken  A^,  A^,  A^,  so  hat  man  fiir  die  Koordinaten 
einer  beliebigen  Geraden: 

jXa  TZi}  Jto 


^1:^2:^ 


1        '^i       *^3 


Es  sind  also  die  senkrechten  Abstände  tTj  noch  zu  dividieren 
durch  £,,  um  die  Koordinaten  |,-  zu  erhalten. 

Wird  zweitens   der  Einheitspunkt  in  den  Schwerpunkt 
des  Fundamentaldreiecks  verlegt,  so  erhält  man: 

e^  =  j     (*=1,2,  3) 

Es  ist  demnach  für  einen  Punkt  P: 

e^        \  AA^A^A^ 

also:       x^:  x^'.  x^=  A  A^A^P  :  A  A^A^P :  A  A^A^P 
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Die  Koordinaten  eines  Punktes  verhalten  sich  wie  die 
Flächen  der  Dreiecke,  welche  der  Punkt  mit  den  Seiten 
des  Fundamentaldreiecks  bildet. 

Die  Einheitsgerade  wird  unter  dieser  Voraussetzung 
die  unendlich  ferne  Gerade,  da  sie  die  Harraonicale  des 
Schwerpunktes  ist  (15).  Führt  man  aber  die  Betrachtungen 
von  19.  für  eine  unendlich  ferne  Einheitsgerade  durch,  so 
ergeben  sich  die  ^,-  als  direkt  proportional  zu  den  ji,-,  d.h.: 

^1  :  ^2  =  ^3  =  ^1  =  ^-2  '•  ^3 

Aus  diesen  beiden  Spezialfällen  ziehen  wir  übrigens 
noch  die  Folgerung,  daß  entweder  die  Xi  oder  die  f,, 
aber  nicht  beide  Systeme  von  Koordinaten  gleichzeitig  den 
betreffenden  Abständen  direkt  proportional  sein  können. 
Im  letztgenannten  Falle  wird  ferner  die  Gleichung  der  un- 
endlich fernen  Geraden  —  sie  ist  ja  identisch  mit  der  Ein- 
heitsgeraden — 

^1  +  ^2  +  ^3  =  0 

Dafür  kann  man  nun  auch  schreiben: 

aPi  +  bpo  +  c^3  =  0 
In   diese    Gleichung   geht    die    Relation    (6)    von    18.    über, 
wenn    man    sie    auf    unendlich    ferne    Punkte    anwendet. 
(Vergl.  22.) 

24.  Endhch  wollen  wii*  eine  Seite  des  Fundamental- 
dreiecks, etwa  «3  oder  Ä^  J, ,  ins  Unendliche  fallen  lassen. 
Die  Punkte  Ä^,  A^,  E^,  Pg  liegen  dann  im  Unendlichen 
(Fig.  9),  und  wir  können  me  in  16.  die  Doppelverhältnisse 
%,  W2,  W3  bilden,  nur  haben  wir  bei  dem  letzten  Ausdruck 
statt  der  unendlich  fernen  Punkte  die  aus  Ä^  nach  ihnen 
zielenden  Strahlen  zu  betrachten.     Setzen  wir  weiter: 


so  wird: 


n,=M,^3i\P,)  =  ^=y  =  J 


EE,  '  PP,      y       X, 
8* 
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Wie  früher  ist 

^1%,%  =  1 

Wird   E   auf    der    Halbierungslinie    des    Winkels    A^A^A^ 
angenommen  und  macht  man 

A,E,  ^  A,E,  =  +  1 
so  werden 

x  =  A^P^  y  =  A^P^ 

die  gewöhnlichen,  schiefwinkligen  (Kartesischen)  Koordinaten. 


Fig.  9. 


Um  den  Übergang  von  diesem  trimetrischen  Koordi- 
natensystem zu  dem  gewöhnlichen  durchzuführen,  haben  wir 
also  zu  setzen: 


^1 
x  =  — 


y  =  — 

Xo 


25.  Es  erübrigt,  auch  die  Koordinaten  einer  Geraden  p 
unter  Voraussetzung  dieses  Koordinatenystems  abzuleiten. 
Wir  haben  dann  zu  E  die  Harmonieale  zu  konstruieren 
Machen  wir  demnach  (Fig.  9) 

E2  ^3  =  A  E2     und     El  Aq  =  A^  E^ 
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so  ist  die  Verbindungsliaie  der  Punkte  E^  und  E.,  die  Ein- 
heitsgerade e  (21.).  Auf  ihr  liegt  in  unendlicher  Ferne  der 
Punkt  E3.  Wir  können  die  Doppelverhältnisse  v^,  v.,>  ^'3 
von  19.  ansetzen,  nur  der  letzte  Ausdruck,  in  dem  ^-ier 
unendlich  ferne  Punkte  vorkommen,  erfordert  eine  Umformung. 
Man  ersetzt  nämlich  die  Punkte  durch  die  aus  A.^  nach  ihnen 
zielenden  Strahlen  und  schneidet  diese  vier  Strahlen  mit 
der  Geraden  e. 

Setzen  wir  endlich  noch 


so  wird 


Ao  E.,  Ao,  El 

A^  Pa  -^3  Pj 

^gP,  1  ^3 


ri  =  (J^^3EiPi)  = 


-^3  "2  ?3 


(A^  Aj,  E3  P3)  — 


^  Pi       V      ^9 

^3  E,  li 

— ^ — -  =  w  =  "c^ 

^3  El      J.3E2         V  ^2 


Wie  früher  ist 

Vi  Vo  ^3  "^  1 

Die  Quotienten  t<  und  r  sind  die  Koordinaten  der  Geraden  j). 
Liegen  £"2  und  £"1  je  in  der  Entfernung  +  1  auf  der  X- 
bezw.   F- Achse,  so  wird 

-^3  ^2  ^^  -^3  ^1  ^^  1 

und 

\__ 1 


-^3  P2  -^3  Pl 

sind  die  gewöhnlichen  PI  ück  er  sehen  Linienkoordinaten.  Der 
Übergang  zu  ihnen  wird  also  vermittelt  durch  die  Gleichungen 

Der  Annahme  des  Einheitspunktes  bei  den  homogenen  Koor- 
dinaten entspricht  mithin  in  den  metrischen  Koordinaten- 
systemen die  Festsetzung  der  Längeneinheit,  sowie  der  posi- 
tiven Richtungen  der  Achsen. 


38        n.    Die  Maßbestimmung  in  der  Ebene  und  im  Räume. 
Die  Maßbestimmung  im  Bündel. 

26.  Um  in  dem  zweiten  Grundgebilde  2.  Stufe,  dem 
Strahlen-  oder  Ebenen-Bündel  einen  Strahl  oder  eine  Ebene 
durch  möglichst  allgemeine  Koordinaten  festzulegen ,  sind  wesent- 
lich neue  Überlegungen 
nicht  erforderlich.  Wir 
können  schon  durch  Pro- 
jektion etwa  der  Figur  8 
aus  einem  Punkte  des 
Raumes  die  entspre- 
chende Betrachtung  im 
Bündel  ableiten. 

Gehen  wir  aus  von 
vier  festen  Strahlen  a^, 
«2 ,  %  j  e  des  Bündels  S 
(Fig.lO);  dann  wird  jeder 
Strahl  p  des  Bündels  aus 
a^,a.2,  «3  durch  Ebenen 
projiziert,  die  mit  den 
nach  dem  Strahl  e  gehenden  Ebenen  und  den  Ebenen  des 
Fundamentaldreikants  %%%  drei  Doppelverhältnisse  bilden, 
deren  Produkt  ^=  1  ist. 

Durch  a^  z.  B.  gehen  die  Ebenen  («^  %)  (%  «2)  (^1  ^) 
(«1  p).  Wählen  wir  auf  der  Ebene  (%  e)  irgend  einen  Punkt 
und  bezeichnen  dessen  senkrechte  Abstände  von  den  beiden 
ersten  Ebenen  mit  e^  und  e^,  sind  femer  p^  u^<^  Pi  ^^^  senk- 
rechten Abstände  eines  Punktes  P  der  Ebene  (%  p)  von  den 
gleichen  Ebenen,  so  ist  das  Doppelverhältnis  der  vier  ge- 
nannten Ebenen  oder 


Fig.  10. 


%  («3  «2  ^P)  = 


^.^ Ps  '  ^3 

^3    Pz        P-2  •  ^2 


Die  weiteren  Überlegungen  bleiben  die  gleichen:  doch  haben 
wir  damit  auch  schon  die  Darstellung  eines  Punktes  im 
Raum  vorbereitet. 
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Die  Koordinaten  eines  Punktes. 

27.   Um  einen  Punkt  Pim  Räume  zu  bestimmen,  nehmen 
wir  vier  Punkte  A^,  A^,  Aq,  A^   beliebig  an,    so    daß    sie 
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ein  Tetraeder  bilden,  E  sei  ein  beliebiger  fünfter  Punkt 
Wir  projizieren  denselben  aus  den  Ecken  A^,  Ao,  A-^,  A^ 
in  die  gegenüberliegenden  Tetraederflächen  und  nennen 
diese  Projektionen  bezw.  E^,  E,,  E^,  E^  (Fig.  11).    Femer 


4 

Fig.  11. 

schneide  etwa  die  Ebene  durch  E  und  die  Kante  A^  A^ 
die  Gegenkante  A^  A^  in  einem  Punkte,  den  wir  E^^ 
nennen.  Er  ist  die  Projektion  von  E  aus  A^  A^  auf  A^  A^. 
Ganz  in  der  gleichen  Weise  erhalten  wir  die  Projektionen 
£■^2  u.  s.  f.  auf  den  übrigen  Kanten. 

Ist  nun  weiter  ein  beliebiger  Punkt  P  gegeben,  so  zeichnen 
wir  auch  seine  Projektionen  aus  den  Ecken  (Pj ,  P2 ,  .  .  .)  und 
aus  den  Kanten  (Pj., ,  Pjg ,  .  . .).  Dann  gehen  durch  jede 
Kante  des  Tetraeders  vier  Ebenen,  z.  B.  durch  A^  A^  die 
Ebenen: 

A^A^A^j  AiA^A^,  AiA^E,  A^A^P 

Wir  bezeichnen  deren  Doppel  Verhältnis  durch  M23,  wobei 
der  Doppelindex  auch  die  Reihenfolge  der  Ebenen  nach  A^ 
und  J.3  angibt,  und  schreiben  dies 

n^g  =  ^7Z,  iA^A,EP)  =  {A,  ^3  E,,  P^,) 
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Entsprechend  den  sechs  Tetraederkanten  erhalten  wir  also 
12  Größen  w,^  (wo  i  und  Je  die  Werte  1,  2,  3,  4  annehmen); 

da  aber  Wjfc,=  — ,  so  haben  wir  nur  6  wesentlich  verschiedene 

W.-fc 

Doppelverhältnisse  w.t. 

Bezeichnen  wir  andererseits  die  senkrechten  Abstände 
der  Punkte  E  und  P  von  den  Ebenen  A^  A^  Ä^,  A-^  A^  A^, 
Ä^  A2  A^,  Ai  A2  A^  der  Reihe  nach  mit  e^,  63,  e.^,  e^,  bezw. 
Pi)  Pif  Ps)  Pv  so  kann  man  jedes  dieser  Doppelverhältnisse 
nach  26.  durch  diese  Abstände  ausdrücken:  es  ist  z.B. 


>*23  = 

^,P3, 
«2  >2 

p, :  e, 

Pb-^s 

Setzen  wir  jetzt  weiter 

(1)                     QX^^^,      QX,- 

P2 

9^3=  ^>     QXi  = 
^3 

64 

so  werden  die  genannten  Doppelverhältnisse 

X2 

X.2 
23  — 

^3 

Xy 

X^ 

X^ 

x^ 

Sind  die  Punkte  A-^^,  A.2,  A^,  A^  und  E  gegeben  und 
nimmt  man  irgend  3  Werte  der  w,ä,  welche  zu  Tetraeder- 
kanten gehören,  die  ein  Dreieck  bilden,  beliebig  an,  so 
ist  umgekehrt  durch  diese  drei  Zahlenwerte  ein  Punkt  be- 
stimmt.    Denn  sind  z.  B. 

n,,  =  A-^Ä^  {A,  A,  EP)  =  (As  A,  E,,  P,,)  =  ^ 
n,,  =  Ä^A,  (A  A,  EP)  =  {A,  A,  E,,  P^)  =  | 
n,,  =  Ä[A,  [A,  A,  EP)  =  {A2  A,  E,,  P,,)  =  J 

•^'4 

die  gegebenen  Zahlenwerte,  welche  zusammen  alle  vier  In- 

dices  enthalten  müssen,  so  ist  durch  A^  A^ ,  A2  A^,  A^  A^ 
je  eine  Ebene  bestinmit,    welche   mit  den  drei  durch  diese 
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Kante  gehenden  Ebenen  ein  Doppelverhältnis  von  dem  vor- 
gegebenen Werte  bildet.  Diese  drei  Ebenen  sehneiden  sich 
dann  in  dem  zugehörigen  Punkte  P.  Die  fehlenden  w,  i  können 
wir  leicht  berechnen.  Denn  zu  drei  Kanten  des  Tetraeders, 
welche  durch  einen  Punkt  gehen,  gehören  Werte  der  n,t, 
deren  Produkt  =  1  ist  In  der  Tat  gelten  ja  die  Eela- 
tionen: 
(2)  »»23 -»«ai- «42  =  1  »»12 .  n,4  .  W41  -  1 

»»13  -»»34 -»»41  =  1  »12-»»23-%l  =  l 

28.  Da  Koordinaten  ganz  allgemein  Zahlen  sind,  welche 
die  Lage  eines  Punktes  bestimmen,  so  könnte  man  drei  der 
Werte  w.t  von  der  erwähnten  Eigenschaft  als  Koordinaten 
eines  Punktes  einfühi-en.  Es  ist  aber  —  wenigstens  für  die 
Untersuchung  projektiver  Eigenschaften  —  bequemer,  einen 
Punkt  durch  vier  Verhältniszahlen  statt  durch  drei  absolute 
Zalilen  zu  bestimmen.  Nachdem  sich  die  n.j  als  Quotienten 
der  Größen  x]  darstellen,  so  ist  ein  Punkt  auch  festgelegt, 
wenn  man  weiß,  daß  sich  die  \'ier  Größen  x^,  x^,  x^,  x^  wie 
Wer  gegebene  Zahlen  verhalten  soUen.  Wir  nennen  diese 
vier  Größen  die  homogenen  oder  tetrametrischen  oder 
Tetraederkoordinaten  eines  Punktes.  Die  Gleichungen  (1) 
stellen  dieselben  dar  durch  die  senkrechten  Abstände  der 
Punkte  P  und  £"  von  den  Tetraederflächen. 

Auch  hier  kann  man  wieder  die  ^,  und  e,  in  Wer  be- 
stimmten Richtungen  messen,  ohne  die  Formeln  zu  ändern. 

Der  Punkt  H.  hat  Koordinaten,  die  sich  wie  1:1:1:1 
verhalten.  Er  heißt  der  „Einheitspunkt*';  das  Tetraeder 
AiA^A^Äi  wird  „Fundamentaltetraeder*' genannt.  Also  folgt: 

„Die  tetrametrischen  Koordinaten  eines  Punktes 
verhalten  sich  wie  die  parallel  zu  festen  Richtungen 
gemessenen  Abstände  des  Punktes  von  den  Flächen 
des  Fundamentaltetraeders,  wenn  diese  Abstände 
noch  dividiert  werden  durch  die  entsprechenden 
Abstände  des  Einheitspunktes." 

Um  die  Lage  eines  Punktes  in  bezug  auf  die  fünf  Punkte 
-li,  Ä2,  Ä^y  A^,  ^festzusetzen,  sowie  überhaupt  um  Lagen- 
beziehungen zu  untersuchen,  genügt  es,  die  Verhältniskoor- 
dinaten Xy  eines  Punktes  zu  kennen.  Will  man  aber  auch 
metrische  Beziehungen  zum  Ausdruck  bringen,  so  muß  man 


42        II-    Die  Maßbestimmung  in  der  Ebene  und  im  Räume. 

in  den  Gleichungen  (1)  dem  Proportionalitätsfaktor  q  einen 
bestimmten  Wert  beilegen,  am  einfachsten  den  Wert  1. 
Dann  werden 

(3)  ^i  =  ~;    oc,=^    x,=^^    x,^^ 

62  ^2  ^3  ^4 

die  sogenannten  „wahren"  Koordinaten  des  Punktes  P. 


Relation  zwischen  den  senkrechten  Abständen 
eines  Punktes. 

29.  Zwischen  den  allgemeinen  Yerhältniskoordinaten 
eines  Punktes  kann  natürlich  kein  Zusammenhang  bestehen; 
wohl  aber  ist  dies  der  Fall  für  die  wahren  Koordinaten 
oder  für  die  senkrechten  Abstände.  Um  diese  Relation  ab- 
zuleiten, erinnern  wir  uns  daran,  wie  man  nach  dem  Vor- 
gange von  Möbius  das  Vorzeichen  eines  Tetraedervolumens 
definiert.  Ist  A^  Ä.^  A^  A^  der  Ausdruck  für  das  Volumen, 
so  denken  wir  uns  bekanntlich  einen  Beobachter  längs  der 
Kante  A^  A^  so  angebracht,  daß  er  seine  Füße  in  A^ ,  den 
Kopf  in  A2  hat.  Wird  dann  die  Kante  A^  A^  von  A^  nach 
A^  durchlaufen  und  muß  sich  dabei  dieser  Beobachter  von 
links  nach  rechts  drehen,  so  bezeichnen  wir  das  in  diesem 
Sinne  durchstrichen e  Volumen  als  positiv.  Wendet  sich 
der  Beobachter  aber  von  rechts  nach  links,  während  die 
Kante  von  A^  nach  A^  durchlaufen  wird,  so  ist  das  Volumen 
in   negativem  Sinne  durchlaufen. 

Ändert  man  in  der  Permutation  A^  A^  A^  A^  ein- 
mal zwei  Buchstaben,  so  wechselt  das  Volumen  sein  Vor- 
zeichen. Die  Tetraeder  A^  A^  Aq  P  und  A^  A^  A3  P'  haben 
darnach  gleiches  oder  ungleiches  Vorzeichen,  je  nachdem 
P  und  P'  auf  der  gleichen  Seite  der  Ebene  A^  A^  Aq  liegen 
oder  auf  verschiedenen  Seiten. 

Nach  diesen  auf  Determinantensätzen  beruhenden  De- 
finitionen gilt  für  irgend  fünf  Punkte  A^,  Aj,,  A^,  A^,  P 
im  Räume  die  Relation: 

(4)     A,  A,  A3P  +  A,  A,  A,P+A,  A3  A,P  +  A3  A,  A,P 

=   A-y  A2  A3  A^ 

Bezeichnen   die  positiven  Zahlen  /'^,  f^,  /g,  f^  die  Flächen- 
inhalte der  den  Ecken  A-^,  A^,  A3,  A^  gegenüberliegenden 
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Dreiecksflächen,  ist  femer  V  das  positive  Volumen  des  Funda- 
mentaltetraeders, so  geht  Gleichung  (4)  über  in 

(5)  Pifi  -\-P2f2  +lhf,+lhÜ  ==  3  F 

Hier  werden  jetzt  die  Vorzeichen  durch  die  p,  reguliert. 

Wählen  wir  ferner  den  Einheitspunkt  E  im  Innern  des 
Fundamentaltetraeders,  so  können  wdi*  seine  Abstände  e,  alle 
positiv  annehmen.  Unter  Benutzung  der  Relationen  (3)  er- 
gibt sich  mithin  für  die  wahren  Koordinaten  die  Beziehung: 

(6)  61  /;  üCi  +  e.2  U  0C2  +  63  h  a^3  +  64  /l  05*  =  3  V 

Sind  \,h^,h^,h^  die  positiven  Längen  der  vier  Höhen  des 
Tetraeders,  so  ist  weiter 

und  Gleichung  (6)  kann  auch  geschrieben  werden: 

\  \  \  ^4 

Die  Vorzeichen,  welche  die  vier  Verhältniskoordinaten  für 
jede  Lage  des  Punktes  P  im  Räume  erhalten,  sind  dann  leicht 
zu  bestimmen.  Im  Innern  des  Fundamentaltetraeders  sind 
x^,x.2y  x^,x^  alle  positiv  (+,  -H,  +,  H-).  Überschreitet  man, 
aus  dem  Tetraeder  heraustretend,  eine  der  Ebenen  desselben, 
80  ändert  diejenige  Koordinate,  welche  sich  auf  diese  Ebene 
bezieht,  ihr  Vorzeichen. 

Ein  Punkt  z.  B.,  der  in  dem  von  den  Verlängenmgen 
der  Kanten  Ä^A^,  A^A^,  A^A^  über  A^  hinaus  gebildeten 
Scheiteldreikant  liegt,  ist  in  bezug  auf  seine  Vorzeichen 
charakterisiert  durch  die  Kombination  ( [-). 

Die  Koordinaten  einer  Ebene. 

30.  Um  eine  Ebene  tt  zu  bestimmen,  gehen  wir  aus 
von  vier  festen  Ebenen  a^,  a^,  Og,  a^,  die  sich  zu  dreien 
in  den  Punkten  A^,  A.^,  A^,   A^   schneiden  mögen  in   der 

Weise,  daß  ^^  der  Ebene  a^  oder  ^2  ^3^1^  gegenüberliegt  u.s.  f. 
Eine  fünfte  feste  Ebene  e  liefert  auf  jeder  der  Kanten  des 
Tetraeders  A^^  A^  A^  A^  einen  Schnittpunkt  und  zwar  auf  der 
Kante  Ay^  A^  den  Punkt  E^j  u.  s.  f.  (Fig.  12).  Die  be- 
liebige Ebene  n  liefert  ebenso  auf  den  Kanten  die  Punkte 
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Pi2j  Pi3  U.S.  f.  Die  senkrechten  Abstände  der  Punkte  Ä^, 
A2,  A^,  A^  von  den  Ebenen  e  und  71  seien  bezw.  mit  e-^,  e^, 
£3 ,  £4  und  TTj ,  7t2,  JI3,  71^  bezeichnet.  Auf  jeder  der  Kanten 
des  Tetraeders   liegen  jetzt   vier   Punkte   und   wir    drücken 


Fig.  12. 


wieder   die   Doppelverhältnisse   derselben   durch   die  £,  und 
Tii  aus:  es  ist  z.  B. 


''12  —  (^1  ^2  Ei2  P12)  =  —  • 


TZq  :  £9 


£0     Tlt) 


Führen  wir  statt  der  auftretenden  Teilquotienten  neue  Größen 
ein  vermöge  der  Gleichungen 


(8) 


Qh=^>     Qh  = 


Qh  = 


Q^i 
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WO  Q  ein  Proportionalitätsfaktor^  so  erhalten  wir 

V,,  =  [A,  A,  E,,  P,,)  =  ^         V,,  =  (A,  A,  E,3  P,.)  =  y- 

vi3  =^  {A,  A,  Ei3  P13)  ==  ^         V,,  =  {A,  A^  E,,  P,,)  =  ^ 


^4 


£ 


•»'24 

•   »-41  =  1 

•  »'23 

•  »'31  =  1 

und 

die  Ebene 

V,,  ^-  {A,  A,  El,  PiJ  =  f        v,,=  (A,  A,  E34  P34)  =  f 

Sl  ?3 

Zu  drei  Kanten  des  Tetraeders,  die  ein  Dreieck  bilden,  ge- 
hören Werte  der  v.t,  deren  Produkt  demnach  =1  ist.  Dies 
liefert  die  Beziehungen: 

m^  »'23  •  »'34  •  »"42  =  1  »'12 

^  ^  »'13  •  »'34  •  »'41  =  1  »'12 

Sind  jetzt  die  Ebenen  a^,  a.y,  a^,  04  und  die  Ebene  e  ge- 
geben und  wählt  man  für  drei  der  Größen  v,k,  die  zu  Kanten 
des  Tetraeders  gehören,  welche  durch  einen  Punkt  gehen, 
beliebige  Zahlenwerte,  so  daß  also  z.  B.  v^^,  v^,,  i'g,  will- 
kürlich angenommen  werden,  so  sind  dadurch  auch  die  Punkte 
Pi4?  P24)  P34  ^uf  den  drei  durch  A^  gehenden  Tetraeder- 
kanten festgelegt  und  damit  ist  die  Ebene  bestimmt,  welche 
diese  drei  Punkte  verbindet.  Die  übrigen  v.i  ermitteln  wir 
aus  den  Gleichungen  (9).  Drei  solche  Werte  der  v.i  können 
also  als  Koordinaten  einer  Ebene  dienen.  Statt  dessen 
kann  man  auch  wieder  für  die  l^,  l^?  isy  ^4  sich  beliebige 
Verhältniszahlen  geben;  dann  sind  die  v.t  ja  ebenfalls  be- 
stimmt. Diese  Größen  |,  bezeichnet  man  als  homogene 
oder  tetrametrische  Ebenenkoordinaten.  Die  Ebene  e  hat 
Koordinaten,  die  sich  wie  (1:1:1:1)  verhalten:  sie  heißt 
daher  die  „Einheitsebene",  während  die  Ebenen  ai,a.,,a.^,a^ 
das  Fundamentaltetraeder  bUden. 

Etwas  allgemeiner  könnten  wir  auch  hier  die  e,  und  .t,- 
parallel  einer  beliebigen  Richtung  messen.  Es  ergibt  sich  also: 

„Die  homogenen  Koordinaten  einer  Ebene  sind 
proportional  den  Abständen  der  Ecken  des  Funda- 
mentaltetraeders von  der  Ebene,  wenn  diese  Ab- 
stände noch  dividiert  werden  durch  die  Abstände 
der  gleichen  Ecke  von  der  Einheitsebene." 

Die  Verhältniszahlen  |,  genügen,    um    die    Lage  einer 
l>bene  in  bezug  auf  das  Fimdamentaltetraeder  und  die  Ein- 
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heitsebene  zu  bestimmen.  Will  man  aber  auch  metrische 
Zusammenhänge  darstellen,  so  muß  man  in  den  Gleichungen  (8) 
dem  Faktor  q  einen  bestimmten  Wert,  am  einfachsten  den 
Wert  1  beilegen.     Dann  werden 


(10)  §1  =  ^,       §2=^^,       §3  =  ' 

die  „wahren"  Koordinaten  der  Ebene. 


§4  = 


«4 


Relation  zwischen  den  senkrechten  Abständen  einer 

Ebene. 

31.  Zwischen  den  senkrechten  Abständen  jr,-  einer  Ebene 
oder  auch  zwischen  den  „wahren"  Koordinaten  derselben 
besteht  eine  quadratische  Relation.  Um  dieselbe  abzuleiten, 
denken  wir  uns  für  einen  Augenblick  die  Punkte  Ä-i^,  A2, 
A3 ,  A^  durch  ihre  Koordinaten  x^,y^,z^,  x^^y^,  z^  u.  s.  f.  in 
bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  bestimmt: 
Irgend  eine  Ebene  sei  in  der  Form  gegeben 

X  cos  a  -\-  y  cos  ß  -\-  z  cos  y  —  df  =  0 

wobei  a,  ß,y  in  bekannter  Weise  die  Winkel  sind,  welche 
die  Normale  der  Ebene  mit  den  Achsen  bildet,  während  d 
der  Abstand  des  Koordinatenanfangs  von  der  Ebene  ist. 

Dann  sind  die  Abstände  n^,  ti^,  n^,  n^  der  Punkte  A^, 
A2,  A3,  A^  von  dieser  Ebene: 


(11) 


^1  =  ^1  cosa  +  2/1  cos^  +  0j^  cosy  —  d 
712  =  X2  cosa  +  2/2  cos^  +  02  COS}'  —  d 
jTg  =  X3  cosa  +  ^3  cos^  +  0Q  cos  y  —  d 
71^  =  0^4  cosa  +  y^cosß  +  ^4  cos  7  —  d 


Ferner  ist  die  Höhe  h^  des  Tetraeders  A-^^A2A3A^  oder  der 
Abstand  des  Punktes  A^  von  der  Ebene  J^2^3^4 


\  = 


N 


Vi  % 

Vi  ^2 

•^3  Vz  ^3 

^4    2/4  ^4 
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1 

Vt    ^2     1 

N 

^3    h    1 

^4    ^4    1 

und  der   W^inkel,  den  diese  Höhe  mit  der  X-Achse  bildet, 
gegeben  durch 


cos  (xTiy) 


N  ist  dabei  die  Quadratwurzel,  mit  der  die  Gleichung  der 
Ebene  A^  A.^  A^  dividiert  werden  muß,  um  in  der  Normal- 
form    zu    erscheinen.      Buden    wir    dann    die    Quotienten 

cos(j;Äi)     cos(a:Ä.,)  ^  ,    ,,  .  j         i  • 

— ^ — —,  ^ — —  u.  s.  f.,  so   erhalten  wir  aus  den  obigen 

Gleichungen  (11)  und  nach  bekannten  Determinantensätzen 
^  cos  (icÄi)  +  ^  cos  {xh.^  +  V^  cos  {x\)  +  ^'  co&{xh^  =  cosa 

Hhi  ilif  /»g  H'A 

a  ist  der  Winkel,  den  die  Xormale  n  der  Ebene  mit  der 
X-Achse  bildet;  wir  können  also  auch  schi'eiben: 

cos{xn)  ==  ^cos(a:Äi)  +  t^*  cos(a;Ä2)  +  T^cos(a;A3)  +  ■^cos{xh^ 

Lassen  wir  in  dieser  ganz  allgemeinen  Formel  die  X-Achse 
der  Reihe  nach  mit  der  Normalen  und  mit  den  vier  Höhen 
\,  h.2,  A3,  h^  zusammenfallen,  so  erhalten  wir: 

1  =  -1 .  cos  («Äi)  +  v^  •  cos  (WÄ2)  +  ^  cos  («A3)  +  ^  cos  (nÄ^) 

"1  "2  "3  *4 

COS  (nÄi)  =  ^  +  ^  .  cos  (Ä1Ä2)  +  ^ cos (h^h^)  +  ^ cos Qi^h^) 
»1        »2  "3  "4 

COS(nÄ2)  =  ^  •  cos  (Ä2Ä1)  +  ^  +  ^  •  COS(Ä2Ä3)  +  ^  •  cos  (ÄjÄJ 

COS  (nÄg)  =  ^  •  cos  (A3  Äi)  +  ^  cos  (A3  ^2)  +  ^  +  ^'  cos  (A3  ÄJ 

cos  (nÄ,)  =  ^  .  COS  (Ä,Äi)  +  ^  COS  (Ä4Ä2)  +  ?  cos  (Ä^)  +  ?^ 
"1  '»2  «3  «4 

Multiplizieren  wii-   die  letzten  väer  Gleichungen  der  Reihe 

nach  mit  j-,^,  j-,  ^  und  setzen  die  Werte  in  die  erste 
'»1    fh    %    A4 
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Gleichung  ein,  so  ergibt  sich  die  gesuchte  Relation: 


(12) 


8  2  2  2  o 

-5  +  -|+— g  +  ^i"^ ^°^  ("i^  "2) 

Äi  ^2  7^3  ^4  ^1^2 

,      271.2  TTq  .  .2712^4  /  \ 

+  -^^  COS  {a,  a^)  +  -^j-^  cos  (a^  aj 

27r3  7r4 

+  M7  ""'*"' "*^=^ 

oder  kürzer  geschrieben 

(13)  ü  *^?^  •  cos  (a,  a,.)  =  1         {i,  Jc=l,  2,  3,  4) 

/li  flu 

Führen  wir  auf  Grund  der  Gleichungen  (10)  die  wahren 
Koordinaten  ein,  so  können  wir  diese  Beziehung  auch 
schreiben : 

(14)  •■'  *^|^  ^i  §fc  cos  {ai  ajc)  =  1 

Wie  auch  aus  dieser  Relation  hervorgeht,  besteht  zwischen 
den  homogenen  Koordinaten  eines  Punktes  und  denen  einer 
Ebene  der  Unterschied,  daß  bei  den  letzteren  das  Vorzeichen 
einer  der  vier  Koordinaten  noch  beliebig  angenommen 
werden  kann,  also  auch  ein  gemeinschaftlicher  Vorzeichen- 
wechsel zulässig  ist.  Wir  haben  jedoch  zwei  Koordi- 
naten ^)  mit  dem  gleichen  Vorzeichen  zu  versehen,  wenn 
die  betreffenden  Fundamentalpunkte  auf  der  gleichen  Seite 
der  Ebene  gelegen  sind,  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen 
dagegen,  wenn  dieselben  auf  verschiedenen  Seiten  der  Ebene 
sich  befinden. 


Vereinigte  Lage  von  Punkt  und  Ebene. 

32,  Um  gleichzeitig  Punkte  und  Ebenen  zu  betrachten, 
gehen  wir  aus  von  einem  Tetraeder  A^  A^  A^  A^ ,  dessen 
Ecken  wir  als  Fundamentalp ankte  nehmen,  während  seine 
Ebenen  A^  A^  A^,  A^  A^  A^  u.  s.  f.  die  Ebenen  a^,  a.,  u.  s.  f. 
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sind.  Wir  nehmen  femer  einen  beKebigen  Punkt  JE  als 
Einheitspiuikt  und  eine  beKebige  Ebene  e  als  Einheitsebene. 

Ein  Punkt  P  habe  nun  die  Koordinaten  Xj^,  x^,  %,  a\, 
eine  Ebene  71  die  Koordinaten  f^,  ^^j  ^3>  ^i-  Welche  Be- 
ziehung muß  zwischen  den  :i\  und  ^,  erföUt  sein,  wenn  der 
Punkt  P  in  der  Ebene  rr  liegen  soU? 

Wir  haben  für  den  Punkt  P  nach  27. 

.  i  Ö)  (^  J.4  E.24^  P24)  =  ^ 

femer  für  die  Ebene  .t  nach  30. 

(J^,^,E,,Pi,)  =  ^* 

(16)  {A^A,E,,P,^  =  ^ 

M3^4E34P3.)=|*U-S.   f. 
S3 

Der  Punkt  E  und  die  Ebene  e  waren  ganz  beliebig 
angenommen.  Wir  wollen  die  Doppelverhältnisse  einführen, 
welche  der  Pimkt  und  die  Ebene  auf  den  drei  Kanten  A^^  A^j 
A.2  A^,  A^  Ai  erzeugen  und  setzen 

{A,A,E,,E,,)  =  -'f- 

(17)  {A^A,E,,E,,)  =  -^ 

(Ag  Ai  E34  £34)  =  y- 

Für  die  fünf  auf  der  Kante  A^  A^  gelegenen  Punkte  A^,  A^, 

^14  >  ^u?  El  4  haben  wir  dann 

(A,  A,  E,,  Pu)  {A,  A,  Pi,  E,  J  ( J,  A,  £,,  E,,)  =  1 

Ersetzen  vär  das  erste  Doppelverhältnis  vermöge  der  Relation 
(A^A^E^^?^^ _.       A   -p    p   \ 
{A,A,E,,P,,)-^^'^'^''^''^ 

Doehlemann,  Oeometrische  TransfonnAtinen.  4 
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und  führen  die  obigen  Werte  ein,  so  erhalten  wir  die  erste 
der  drei  folgenden  Gleichungen: 


(18) 


k^  ?4  ^4 

^2  ^2  "^2 

^4  S  4  ^4 

^3  ^3  -^3 


A4  Za  Xa 


—  {AyAi^V^^l^'F^^  ebenso  ist 
=  (^2^4P24^24)  und 
=  (^3^4^34^34) 


Jetzt  ist  die  Bedingung  einzuführen,   daß  der  Punkt  P 
in  der  Ebene  n  liegen  soll.     Dann  muß  (Fig.  13)  z.  B.  die 


Verbindungslinie  PP^^  der  Ebene  n  angehören,  ihr  Schnitt- 
punkt Pi'4  mit  der  Ebene  A^A^A^  muß  folghch  auf  der 
Schnittlinie  P24  P34  gelegen  sein.  Projizieren  wir  den  Punkt 
P14  aus  ^2  bezw.  A^  nach  X  und  Y,  so  können  wir  auf 
das  Dreieck  A^A^A^,  den  Punkt  P^  und  die  Gerade  P24  P34 
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die  in  21.  Gleichung  (21)  abgeleitete  Relation  anwenden.  Dem- 
nach ist 

(19)  [AA P24  Y)  +  {A,A,XP,,)  =  1 

Ersetzt  man  aber  vermittelst  der  Beziehungen: 

{A,  A,  P,,  Y)  {A,  A,  YP,,)  (A,  A^P,,  P.,,)  =  1  bezw. 

(^,^3XP3,)(^,^3P3,P3J(^,^3P3,X)  =  1 

die  in  (19)  stehenden  Doppel  Verhältnisse  und  beachtet,  daß 
auch  noch 

{A,P,,PUP,)  =  {A,P,,P,,A,) 

so  erhält  man  aus  (19) 

1  =  {A,P,,  P,,A,)  [{A,A,  P,,P,,)  +  {A,A,  P,,P,,)] 
oder 

iA,P,,A^P,,)  =  {A,A,P,,P,,)  +  (^3^,P3,P3,) 

(20)  1  =  (A^.PuPi4)  +  {AA,P,,P,,)  +  {A,A,P,,P,,) 

In  Verbindung  mit  den  Formeln  (18)  gibt  dies  als  die 
gesuchte  Bedingungsgleichung 

(21)  ^1  li  x^  +  Aj  l;,  x.^  +  A3  ^3  x^  +  Xi^iX^^Q 

33.  Der  Punkt  E  und  die  Ebene  £  waren  bisher  ganz 
beliebig  angenommen  worden.  Wir  wollen  jetzt  zwischen 
diesen  beiden  Elementen  eine  geometrische  Abhängigkeit 
herstellen  derart,  daß  die  Gleichung  (21)  eine  möglichst  ein- 
fache Form  annimmt.  Wir  denken  uns  den  Punkt  E  etwa 
im  Innern  des  Tetraeders  beliebig  gewählt,  dann  sind  auch 
seine  Projektionen  E^,  E.^,  E^,  E^  aus  den  Ecken  und 
seine  Projektionen  E^.^ ,  E^^  u.  s.  f.  aus  den  Kanten  bestimmt 
(Fig.  14).  Wir  konstruieren  nun  zu  jedem  dieser  Punkte 
Eik  den  vierten  harmonischen  E.fc  in  bezug  auf  die  beiden 
Tetraederecken  J.,  und  A^.  Dies  läßt  sich  auch  in  unserer 
Figur  ausfuhren.  Zum  Punkte  E.^^  z.B.  erhalten  wir  den 
harmonischen  in  bezug  auf  A^  und  ^3,  indem  wir  die  Ver- 
bindungslinie E.2  E^  mit  A^  A^  zum  Schnitte  bringen.  Dies 
ergibt  sich  ja  sofort  aus  dem  Viereck  ^2-43^2^3»  dessen 
Ebene  in  E^^  der  Kante  A^  A^  begegnet.  Die  sechs  auf 
diese  Weise  zu  konstruierenden  Punkte  E.t  liegen  nun  in  einer 
Ebene.  Rein  geometrisch  folgt  dies  ohne  weiteres  aus  unserer 
Figur.    Denn  da  die  Verbindungslinien  A^E^,  A^E^,  A^  E^, 
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A4,  El  durch  den  Punkt  E  gehen,  so  sind  die  beiden  Tetra- 
eder A^  A2  Ä^  Äi  und  jE'i  E2  -Eg  Ei  perspektiv. 

Die  vier  SchnittHnien  entsprechender  Ebenen  wie  Ä^  A^  A-^ 
und  E^  E.2  Eq  u.  s.  f.  müssen  dann  die  Eigenschaft  haben,  daß 


Fig.  14. 


jede  die  drei  andern  trifft,  also  liegen  sie  in  einer  Ebene, 
was  übrigens  ein  bekannter  Satz  der  Stereometrie,  vergl. 
z.B.  Baltzer:  Elemente  der  Mathematik,  2.  Band  V. 

Nennen  wir  die  Ebene  dieser  Punkte  Ea-  jetzt  s,  so 
können  wir  sagen,  daß  der  Punkt  E  und  diese  Ebene  s 
durch  das  Tetraeder  überall  harmonisch  getrennt  werden. 
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ganz  ebenso  wie  die  Harmonicale  in  bezug  auf  ein  Dreieck 
die  analoge  Eigenschaft  hatte  (vergl.  15.). 

Den  Punkt  E  und  diese  Ebene  e  wählen  wir  nun  als 
Einheitspunkt  bezw.  als  Einheitsebene.  Dann  müssen  offenbar 
in  den  Gleichungen  (17)  die  /,■  die  Werte  1  haben  und  gleich- 
zeitig geht  die  Bedingung  (21)  für  die  vereinigte  Lage  über 
in  die  einfachere 

(22)  li  x^  +  l,x,-{- 13  x.,  +  ^^x^  =  0 

Im  folgenden  wird  immer  vorausgesetzt  werden,  daß  E  und  e 
sich  in  dieser  harmonischen  Lagenbeziehung  befinden. 

34.  Sind  nun  a^,  a.^,  a.^,  a^  die  Koordinaten  eines 
Punktes  und  soll  eine  Ebene  mit  den  Koordinaten  1^,  ^^j  ^a  S* 
durch  diesen  Punkt  hindurchgehen,  so  müssen  die  |,  stets 
der  Bedingung  genügen: 

«1  ^1  +  «2  1^2  +  «3  ^3  +  «4  f  4  =  0 

Dies  ist  also  die  Gleichung  des  Punktes  {aiO^a^a^, 
sofern  er  als  Enveloppe  aller  durch  ihn  hindiu-chgehenden 
Ebenen  aufgefaßt  werden  kann. 

Hat  andererseits  eine  feste  Ebene  die  Koordinaten 
01,0.2,0^,04,  so  müssen  die  Koordinaten  Xi,x.2,x^,Xi  eines 
beliebigen  in  ihi*  gelegenen  Punktes  stets  die  Bedingung 
erfüllen: 

^1  ^1  4"  0-2  -^2  +  ^3  ^3  +  «4  iC4  =  0 

Also  ist  dies  die  Gleichung  der  Ebene  (01,0.2,03,04).  Der 
Einheitspunkt  hat  natürlich  die  Gleichung 

^1+^2  +  ^3  +  14-0 

und  die  Einheitsebene  wird 

«1  +  ^2  +  ^3  +  ^4  =  0 

Nachdem  so  bewiesen  ist,  daß  eine  lineare  Gleichung  in 
den  Xi  bezw.  f,  eine  Ebene  bezw.  einen  Punkt  vorstellt,  ist 
leicht  zu  erkennen,  daß  eine  homogene  Gleichung  vom  Grade  n 
in  den  Xi 

f{xi  x^  Xs  x^y  =  0 

eine  Fläche  n^'Ordnung  darstellt,  die  mit  einer  beliebigen 
Ebene  eine  Kurve  w*«' Ordnung  als  Schnitt  liefert 
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Eine  homogene  Gleichung  vom  v^^^  Grade  in  den  |j  ferner 

wird  geometrisch  durch  eine  Fläche  v*®' Klasse  repräsentiert, 
welche  alle  die  oo^  Ebenen  umhüUen,  deren  Koordinaten 
der  Gleichung  9?  ==  0  genügen.  Diejenigen  unter  diesen 
Ebenen,  welche  überdies  durch  einen  beliebigen  Punkt  hin- 
durchgehen, bilden  einen  Kegel  von  der  v^^  Ordnung,  den 
von  diesem  Punkte  an  die  Fläche  99  gehenden  „Tangential- 
kegel". 


Die  unendlich  ferne  Ebene  und  der  imaginäre 
Kugelkreis. 

35.  Wir  haben  in  29.  gesehen,  daß  zwischen  den 
wahren  Koordinaten  eines  jeden  im  endlichen  Raum  gelegenen 
Punktes  die  Relation  (6)  bestand.  Schreiben  wir  jetzt  die 
Gleichung  an: 

(23)  e^  /i  Xi  +  ^2  /"a  0C2  +  Cg  fs  x»  +eif^x^  =  0 

so  ist  es  sicher  möglich,  für  die  Xi  noch  00^  Verhältnis- 
zahlen anzugeben,  welche  dieser  Gleichung  genügen.  Die  ihnen 
entsprechenden  Punkte  können  nicht  im  endüchen  Raum  ge- 
legen sein;  es  sind  uneigentliche  oder  „unendlich  ferne" 
Punkte.  Da  ferner  die  Gleichung  (23)  auch  eine  lineare  ist, 
80  sagen  wir,  „sie  stelle  die  unendlich  ferne  Ebene  des 
Raumes  dar".  Damit  kann  in  keiner  Weise  eine  geometrische 
Vorstellung  verbunden  werden.  Es  handelt  sich  vielmehr 
bloß  um  eine  Ausdrucks  weise,  welche  es  uns  ermöglicht, 
uneigentliche  (absolute)  Elemente  formal  ebenso  zu  be- 
handeln wie  eigentliche  Elemente.  Die  unendlich  ferne  Ebene 
kann  auch  in  der  Form  geschrieben  werden 

(23a)  r^  •  aci  +  ^oß-2  +^Xs  +  ^Xi  =  0 

Zwischen  den  wahren  Koordinaten  einer  Ebene  besteht,  wie 
wir  in  31.  gesehen,  die  Relation  (14) 

. ,  x^  ««■  «&  §f  §&  1 

*>^2, — T^ •  cos  Oj  ai  =  1 
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Schreiben  wir  die  Gleichung  an 

(24)  ., tH^^^^^^  .  cos  a, at  =  0  {i,  Je  =  1,2,  3, 4) 

hihi 

Die  Koordinaten  einer  im  endlichen  Raimi  gelegenen  Ebene 
können  dieser  Gleichung  nicht  genügen.  Man  zeigt  aber,  daß  die 
unendlich  ferne  Ebene  mit  ihren  Koordinaten  die  Gleichung  (24) 
befriedigt.  Außerdem  gibt  es  noch  c3c-  imaginäre  Ebenen, 
deren  Koordinaten  dieser  Gleichung  Genüge  leisten.  Sie 
berühren  sämtlich  den  unendlich  fernen,  imaginären  Kugel- 
kreis, der  allen  Kugeln  des  Raumes  gleichzeitig  angehört. 
Man  beweist  dies  am  einfachsten,  indem  man  die  Trans- 
formationsformeln aufstellt,  welche  von  rechtwinkligen  Ko- 
ordinaten zu  den  allgemeinen,  projektiven  Koordinaten 
überfuhren  und  dann  die  in  rechtwinkligen  Koordinaten 
angeschriebenen  Beziehungen  in  die  projektiven  Koordinaten 
transformiert. 

Spezielle  Fälle. 

36.  Aus  den  allgemeinen  projektiven  Koordinaten  er- 
geben sich  speziellere,  homogene  Koordinaten,  indem  wir 
dem  Einheitspunkt  eine  besondere  Lagenbeziehung  im  Funda- 
mentalteti"aeder  anweisen;  durch  metrische  Spezialisierung 
des  Fimdamentaltetraeders  endlich  erhalten  wir  die  ge- 
wöhnlichen Descartes'schen  Koordinaten.  Wir  wollen 
zwar  nicht  alle,  aber  doch  die  wichtigeren  dieser  speziellen 
Koordinatensysteme  ableiten. 

Der  Einheitspunkt  falle  fürs  erste  in  den  Mittelpunkt 
der  dem  Tetraeder  einbeschriebenen  Kugel.     Dann  ist 

61  =  e.2  =  6^  =  e^ 

und  wir  erhalten  für  die  Koordinaten 

x^-.x^ix^:  x^  =pi  :p.,  ip^  :Pi 

Die  Koordinaten  eines  Punktes  verhalten  sich  also  wie  die 
senkrechten  Abstände  desselben  von  den  Ebenen  des  Funda- 
mentaltetraeders. 

Als  die  wahren  Koordinaten  eines  Punktes  nehmen 
wir  dann  diese  Abstände  selbst. 

Die  Harmonicalebene  dieses  Punktes  E  ist  eine  be- 
stimmte Ebene    mit  den  Koordinaten  £,;    diese  müssen  wir 
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als  Einheitsebene  benutzen  und  haben  demnach  für  die  Ebenen- 
koordinaten 

^1        ^2        %        ^4 

Es  sind  also  unter  dieser  Voraussetzung  die  Koordinaten 
einer  Ebene  den  senkrechten  Abständen  ?r,  proportional, 
wenn  diese  noch  durch  die  Größen  g,  dividiert  werden. 

Zweitens  werde  der  Schwerpunkt  des  Tetraeders  als 
Einheitspunkt  genommen;  dann  ist 

e,  =  |        (i=  1,2,3,4) 

und  wir  erhalten  z,  B.  für  x^ 

also 

X^  ',  X^  •  X^  ',  X^  =  X^^2  -^3  -^4  •  -^ -^i.  -^3  -^4  •  -^-^X      2      4  *  1      2       3 

Die  Koordinaten  eines  Punktes  verhalten  sich  demnach 
wie  die  Volumina  der  Pyramiden,  welche  der  Punkt  mit 
den  Seitenflächen  des  Fundamentaltetraeders  bildet. 

Als  die  wahren  Koordinaten  nehmen  wii*  dann  diese 
Volumina  selbst.  Die  Einheitsebene  wird  xmter  dieser  Vor- 
aussetzung die  unendlich  ferne  Ebene,  Die  Betrachtmigen 
von  30.  ergeben,  in  entsprechender  Weise  durchgeführt, 
für  die  Koordinaten  einer  Ebene  die  senkrechten  Abstände 
selbst  d.  h. 

Il   :  f  2   :  1^3   •  ^4  =  ^1   •  ^2   =  ^3   •  ^4 

Wiederum  können  nicht  gleichzeitig  die  Punkt-  und  die 
Ebenenkoordinaten  den  senkrechten  Abständen  direkt  pro- 
portional gesetzt  werden. 

37.  Endlich  wollen  wir  noch  den  Fall  betrachten,  bei 
dem  eine  Ebene  des  Fundamentaltetraeders,  etwa  a^  oder 
A]^  A2  A3  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  zusammenfällt. 

Wie  in  26.  können  auch  jetzt  wieder  die  Größen  riik 
gebildet  werden.     Setzen  wir  (Fig.  15) 


-^4  -^14  „.  ^4  -^24  „         -^4  ^3 


y 


34 


A^E^^       ^      A^E^^  A^Es 
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so  wird 


,^,  =  (A  A,  E,,  P,,)  =  4^  =  X      ^ 


A,E, 


X. 


n,,  =  {A,  A,  E,,  P,,)  =  4^  =  !/  =  ? 


A,E,, 


Xo 


n,,  =  {A,  A,E,,  P,,)  =  4#  =  ^  =  ^ 

«    —(A    A  V    T>  \  _  ri^ii .  t?i5i  — :?  —  ^ 

U.  S.  f. 


Fig.  15. 

I .-  ist  wieder  z.  B. 

Wia  •  n^i  •  M41  =  1     u.  s.  f. 

Der  Einheitspunkt  war  bis  jetzt  noch  ganz  willkürlich.  Wählen 
wir  ihn  so,  daß 

A,E,,==A,E,,  =  A,E,,=  +  1 
werden 

x  =  A^Pii         y  =  A^P.^^         z  =  A^P^^ 

(He    schiefwinkligen     oder    Cartesischen    Koordinaten     des 
Punktes  P. 
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Um  also  von  dem  Fundamentaltetraeder  mit  einer  un- 
endlich fernen  Seitenfläche  {x^  =  0)  überzugehen  zu  dem 
schiefwinkligen  Koordinatensystem,  dessen  Ursprung  die 
Ecke  A^  ist  und  dessen  Achsen  mit  den  durch  diese  Ecke 
gehenden  Tetraederkanten  zusammenfallen,  haben  wir  die 
Formeln  zu  benutzen 


Will  man  auch  die  Umformung  der  Ebenenlioordinaten  ver- 
folgen, so  brauchen  wir  die  Harmonicalebene  des  Punktes  E. 
Für  diese  wird  nach  32. 


Ei4  A^  —  A^  i,j4 ,    E24  A^  —  A^  ^24 )    ^34  -^i  ^^  -^4  -^j 


34 


Eine  beliebige  Ebene  möge  die  Punkte  P^g,  P13  •  •  •  auf  den 
Karten  A^A^,  A^A^  ausschneiden.     Wir  setzen  ferner 

A^  Pj4  A^  r24  -4.4  P34 

Die  Berechnung  der  Größen  va-  kann  wie  früher  (29.)  er- 
folgen, wobei  auch  die  Bemerkungen  von  24.  zu  beachten 
sind.     Es  wird  dann 

..     —  (4    4    c     p    \  __  ^4  Pi4  _  1  _  ^4 

\A\  ^4  ^^14  "14;  —  —^ — ^—  ~  T.~  Y 

=  {A2  A^  E24  P24)  =  -^    -     ^^  IT  ^^  IT 


A^x, 

^« 

-^4  P24 
•^4  ^24 

1          , 

V 

-^4  P34 
-^4  E34 

1     , 

IV 

^4  ^24 

.  -^4  ^14 

^34  —  (-^3  -^4  ^34  P34) A     t-        ~  7;.  ~  F" 

>'12  =  (A^E42P,2)  =  ^:^==|  =  |J 

u.  s.  f. 
Wieder  gelten  die  Beziehungen 

ri2  •  ■»'24  •  ni  =  1     u.  s.  f. 

Die  oben  formulierte  Annahme  für  den  Einheitspunkt   hat 
zur  Folge,  daß 

-^4  ^14  ^^  ^4  ^24  "^  -^4  E34  ^  I 
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sodaß  dann 

111 

u= ,  _  ■         r  = ,  ^  w  = 


die  Plückerschen  Koordinaten  der  Ebene  werden. 
Den  Übergang  vermitteln  also  die  Formeln 

■         «=l    "=1    '^=1 


§  6.  Das  Doppelyerhältnis  Ton  Tier  Elementen 
eines  Grundgebildes  erster  Stnfe. 

Entfernung  eines  Punktes  von  einer  Ebene. 

38.  Im  folgenden  wird  häufig  das  Doppelverhältnis  von 
vier  Elementen  eines  Grundgebildes  erster  Stufe  z.  B.  von 
^ier  Ebenen  eines  Ebenenbüschels  in  Betracht  zu  ziehen 
seiQ.  T^'ir  wollen  daher  den  Ausdruck  für  diese  Größe  ab- 
leiten, wenn  die  betreffenden  Elemente  durch  ihre  Gleichungen 
in  projektiven  Koordinaten  gegeben  sind. 

Vorher  ist  noch  zu  erledigen,  die  folgende  Aufgabe: 

Gegeben  sind  ein  Punkt  iti  und  eine  Ebene  §<,  ge- 
sucht wird  der  Abstand  j;  dieses  Punktes  von  der 
Ebene. 

Da  es  sich  um  eine  metrische  Große  handelt,  so  sind 
unter  a^J  und  s,i  die  wahren  Koordinaten  zu  verstehen. 
Die  Gleichung  des  Punktes  Xi  oder  P  wird 

Die  gegebene  Ebene  hat  die  senkrechten  Abstände  jij  und 

V- 
die  wahren  Koordinaten  — .     Legen  wir  durch  den  Punkt  P 

£i  * 

eine  Ebene,  parallel  zur  Ebene  §<,  so  hat  diese  je  nach  der 
Lage   des   Punktes   die    senkrechten   Abstände    7jfi  +  p  und 

folglich  die  Koordinaten  ^^-^-^=^.  Da  diese  Ebene  den  PunktP 


*)  Wenn  nichta  weiteres  hinzugefügt  wird,  so  ist  die  Summe  - 
1  bei  r&nmlichen  Problemen  für  t=i,2,  3,  4,  bei  Aufgaben  der  ebenen 
i    Oeometrie  für  »  =  1,  2,  3  zu  bilden. 
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enthält,  so  ist 


s^,.'^i±M  =  Q 


und  daraus 


(1)  i?  =  H —  = 7- 

2"—  Z— 

£i  et 

Dieser  Ausdruck  läßt  sich  noch  so  umformen,  daß  der 
Nenner  die  Koordinaten  des  Punktes  P  nicht  mehr  enthält. 
Bezeichnen  wir  nämlich  den  senkrechten  Abstand  des  Ein- 
heitspunktes JE  von  der  Einheitsebene  mit  Eq,  so  ergibt  sich 
aus  der  Formel  (1),  wenn  wir  E  mit  P  und  e  mit  der  Ebene  §1 
zusammenfallen  lassen 

4 

oder 

(2)  i  =  i  +  l  +  i+l=^l 
Eq      e^      £2      ^3      ^4  ^i 

Nehmen  wir  andererseits  als  Punkt  P  wieder  den  Einheits- 
punkt, als  Ebene  B,'i  aber  die  Tetraederebene  A^  Äi  Am,  deren 

Koordinaten  0,  0,  0,  —  sind,  so  wird 

'  1 

2"- 

€i 


oder  nach  (2) 
(3) 


4.61  _h^ 

Eq  Ei 

Multiplizieren  wir  diese  Gleichung  mit  fi  (vergl.  29.),  so  kommt 

Ei        €q      3V 
und  mit  Rücksicht  auf  (6)  von  29. 

2^=i 
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Dann  wird  aber  in  (1) 

(4)  p  =  ^  (xi  si  -f  x'2  r^  -f  afs  l's  +  «4  54) 

Führt   man    statt   der   wahren  Koordinaten  oft  und  |<  ihre 
Werte  in  den  pi,  e,-,  .-li  und  si  ein,  so  ergibt  sich 


4       eiEi 
oder  nach  (3) 

Für  die  Geometrie  der  Ebene  lassen  sich  entsprechende 
Formehi  aufstellen.  Ist  Eq  der  senkrechte  Abstand  des  Ein- 
heitspunktes von  der  Einheitsgeraden  e,  so  wird  der  Ab- 
stand p  eines  Punktes  iCi  von  einer  Geraden  g<  gegeben 
durch 

(6)  i^  =  |(x'i|i-f-x'-5'.-fa^3rs) 

oder  auch 


Das  Doppelverhältnis  von  vier  Ebenen  eines 
Büschels. 

39.     Sind  zwei  Ebenen  gegeben 

ß,  =  i;ßiXi  =  0 

und  bilden  wir  die  lineare  Verbindung 

Yx=ax  —  kßj,^Z{ai  —  Xßi)xi  =  0 

wobei  ).  irgend  ein  Zahlenwert  sein  kann,  so  stellt  diese 
Gleichung  wieder  eine  Ebene  y  dar,  welche  durch  die  Schnitt- 
linie der  beiden  gegebenen  Ebenen  a  und  ß  hindurchgeht. 

Sind  also  2^  die  Koordinaten  eines  in  dieser  Ebene  y 
_  legenen  Punktes  J**,  so  ist 

y,=a^—Xß,  =  0 
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oder 

Hier  sind  die  rz^,  die  a»  und  ^j  die  Koordinaten  des  Punktes  P', 
der  Ebene  a  und  der  Ebene  /S  und  zwar  nicht  die  wahren. 
Wegen  der  Form  des  Ausdruckes  X  fällt  allerdings  bei  den  ^ 
ein  gemeinsamer  Faktor  ohnedies  hinaus,  bleibt  aber  bei  den 
ai  und  ßi  stehen.  Bezeichnen  wir  also  die  senkrechten  Ab- 
stände des  Punktes  P  von  der  Ebene  a  und  ß  mit  jp«  und^^, 
so  ist  nach  (4)  von  38. 

Vß 
wobei  der  Zahlenfaktor  m  bloß  von  den  Ebenen  a  und  ß 
abhängt. 

Nehmen  wir  eine  vierte  Ebene  des  Büschels 

^^  =  a^B  —  /ii  '  Qx==0 
so  ist  für  einen  auf  ihr  gelegenen  Punkt  P" 

Pa 

fß 
Es  ergibt  sich  also: 

Bezeichnen   wir    das    Doppelverhältnis  der   vier 
Ebenen 

o.x  =  ^  Yx^ax  —  Xßx='0 

ßx'^O  ÖxEEttx — jußx=0 

kurz  mit  {aßy  ö)  so  wird 

{aßyd)^~ 
r 
Insonderheit  liegen  z.  B.  die  vier  Ebenen 

OiB  =  0  ttx  —  lßjo=0 

ßx=0  ax+Xßx-=0 

harmonisch,  da  sie  das  Doppelverhältnis  —  1  bilden. 

40.     Betrachten  wir  jetzt  im  allgemeinen  Fall  vier  Ebenen 

Äs  =  ax  —  X^ßx  =  0 
A^^ttx  —  Xißx=0 

und  fragen  wir  nach  dem  Doppelverhältnis  dieser  vier  Ebenen^ 

das  wir  kurz  mit  ß^  l^  l^  A4)  bezeichnen. 

Die    in   11.  im   linearen    Gebiete    schon    durchgeführte 


A,- 

=  ax 

—  Kßx 

=  0 

Ae 

=  ax 

—  hßx 

=  0 
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Betrachtung  liefert  uns  auch  hier  sofort  das  Resultat,  daß 
dieses  Doppelverhältnis  gegeben  ist  durch 

Die  entsprechenden  Überlegungen  für  die  Punktreihe  brauchen 
bloß  angedeutet  zu  werden.     Sind  nämlich 

«I  =  «1  ^1  +  %  ^-^  +  «3  ^3  +  «4  ^4  =  0 
h  =  &1  ^1  +  h  h  +  &3  ^3  +  &4  ^4  =  0 

die  Gleichungen  zweier  Punkte  A  und  ^,  so  stellt 

einen  Punkt  C  auf  der  Verbindimgslinie  AB  dar  und  für 
jede  diu"ch  C  gehende  Ebene  ist  das  Verhältnis  ihrer  senk- 
rechten Abstände  von  A  und  B  gegeben  durch  den  Quotienten 
AC :  BC.  Analjüsch  wird  dieser  Ausdruck  bis  auf  einen 
konstanten  Faktor  diu-ch  den  Parameter  A  der  betreffenden 
Ebene  dargestellt.  Daraus  folgt,  daß  sich  auch  das  Doppel- 
verhältnis von  vier  Punkten  einer  Punktreihe  ganz  ebenso 
durch  die  Parameter  dieser  Punkte  ausdrücken  läßt.  Um 
endlich  den  Strahlenbüschel  zu  erhalten,  hat  man  lediglich 
statt  der  Gleichung  einer  Ebene  die  einer  Geraden  einzu- 
führen. Die  Elemente  des  Gnindgebildes  erster  Stufe 
werden  dabei  immer  durch  die  verschiedenen  Werte  eines 
Zahlenfaktors  A  geliefert,  den  wir  den  Parameter  nennen. 
Es  folgt  also  ganz  allgemein: 

Sind   vier  Elemente  eines  Grundgebildes   erster 
Stufe  gegeben  durch 

ax  —  hßx  =  ^  Ox  —  hßx=^   . 

a^-Lßx  =  0  a^  —  Kßx  =  0 

so  ist  das  Doppelverhältnis  dieser  vier  Ebenen 

/i     1     3     1   \  ^  ^3  _  A^  X^ 

\H  ^l  H  ^i.)  —   1  3     •   3  3 

Kj,  A3       A2  A4 

Die  Verwendung  des  Doppelverhältnisses  (Wurfes)  zur  Be- 
stimmung der  Elemente  eines  einförmigen  Grundgebildes 
findet   sich   schon   bei   v.  Staudt;    die   hier   durchgeführte 
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Darstellung   der   Maßbestimmung   mittels    projektiver  Koor- 
dinaten rührt  von  Fiedler  her.     Man  vergleiche: 

V.  Staudt:  Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage.  Nürnberg,  1857. 
(§  29.   Von  den  Abscissen.) 

W.  Fiedler:  Vierteljahresschrift  der  Naturforsch.  Gesell- 
schaft zu  Zürich.  Bd.  15,  1870,  S.  152  oder  auch 
Darstellende  Geometrie  III.  Teil,  Leipzig  1888,  §  14  ff. 
Ferner 

R.  Gerlach:  Die  Metrik  in  projektivischen  Koordinaten: 
Inaug.  Diss.     Zürich  1899. 

W.  Killing:  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  in  homo- 
genen Koordinaten.  1.  Teil:  Die  ebene  Geometrie. 
Paderborn  1900.  2.  Teil:  Die  Geometrie  des  Raumes. 
Paderborn  1901. 


II.  Absclmitt. 

Transformationen  im  binären  Gebiet. 


m.  Kapitel. 

Die  projektive  Yerv\'aiidtscliaft  zwischen  getrennten 

Trägern. 

§  7.  Die  projektiye  Beziehnng  als  lineare  Transformation. 

Erzeugung  der  projektiven  Verwandtschaft. 

41.  Die  im  ersten  Abschnitt  för  alle  Grundgebilde 
durchgeführte  Maßbestimmung  setzt  uns  in  den  Stand,  jedem 
Element  eines  Grundgebüdes  gewisse  Zahlenwerte  zuzuordnen 
und  umgekehrt  zu  beliebig  gegebenen  Zahlenwerten  ein 
Element  zu  bestimmen,  das  ihnen  entspricht.     Es  hat   sich 

fezeigt,  daß  in  den  Grimdgebilden  erster,  zweiter  und  dritter 
tufe  bezw.  zwei,  drei  und  vier  Yerhältniszahlen  oder  homogene 
Koordinaten  zur  Bestimmung  eines  Elementes  notwendig  und 
hinreichend  sind. 

Wir   benutzen    dies,    um  jetzt   zwischen   zwei    Grimd- 
gebilden   gleicher   Stufe    eine    eindeutige    Beziehung    der 
Elemente  herzusteUen,  bei  welcher  jedem  Element  des  einen 
<  rrundgebildes  ein  und  nur  ein  Element  im  andern  zugewiesen 
-t.   Zu  diesem  Zwecke  beziehen  wir  jedes  der  beiden  Grund- 
_ 'bilde   auf   ein  homogenes  Koordinatensystem  und   ordnen 
infach  diejenigen  Elemente  in  den  beiden  Grund- 
ebilden  einander  zu,  die  den  gleichen  Verhältnis- 
Zahlen  entsprechen.   Die  auf  diese  Weise  zu  begründenden 
•Verwandtschaften"  der  Grundgebilde  gleicher  Stufe  werden 

Doehlemann,  Geometrische  Tntiufoniiation.  5 
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als  projektive  bezeichnet  iind  sie  stellen  die  einfachsten 
eindeutigen  Beziehungen  dieser  Gebilde  vor. 

Wir  beginnen  mit  den  Grundgebilden  erster  Stufe  und 
denken  uns  etwa  zwei  Punktreihen  g  und  g'  gegeben.  Auf  gr 
sind  ^1,  Ac^f  E,  auf  g'  die  Punkte  Ä\,  Ä2,  E'  je  zur 
Durchführung  einer  Maßbestiinmung  beliebig  angenommen. 
Jeden  Punkt  P  von  g  legen  wir  fest  durch  das  Doppel- 
verhältnis 

Er  hat  die  projektiven  Koordinaten  {x-^y  x^. 

Für  die  andere  Punktreihe  gilt  die  entsprechende  Be- 
ziehung 

wobei  der  Punkt  P'  durch  die  projektiven  Koordinaten  a^i,^ 
bestimmt  ist.  Unserer  Absicht  entsprechend  ordnen  wir  nun 
solche  Punkte  auf  g  und  g'  einander  zu,  die  auf  diesen 
Trägern  den  gleichen  Verhältniszalilen  entsprechen.  Damit 
ist  die  Beziehung  eine  eindeutige.  Irgend  einem  Pimkt  P 
auf  g  gehören  ja  zwei  Verhältniszahlen  oder  Koordinaten  zu, 
z.B.  (2, —  1)  und  zu  diesen  gehört  auf  g'  ein  und  nur  ein 
Punkt  P'  als  der  entsprechende. 

Analytisch  besagt  dies,  daß  zwischen  den  Koordinaten 
{x-^i  X2)  eines  Punktes  P  und  den  Koordinaten  {x[,  x!<^  des 
entsprechenden  Punktes  P'  die  Beziehung  besteht: 

lil  %Aj-i     •   *^2    —        1     '        2 

oder 

(2)  QX\=Xx  Q  Xf-i  =  X-i 

Q  ist  dabei  ein  Proportionalitätsfaktor.     In  der  Tat  kommt 

es  ja  bloß  auf  das  Verhältnis  der  Koordinaten  x-^^  und  X2  an. 

Naturgemäß   drängt  sich  nun   die  Frage  auf,    wie  sich 

die  Punkte  A^,  A^,  E  und  A[,  A2,  E'  in.  diese  Zuordnung 

X 

einfügen.     Der  Quotient     —     nimmt   aber    sowohl   für   die 

drei  erstgenannten  wie  für  die  letzteren  bezw.  die  Werte 
00,  0,  .1  an,   also  entsprechen  den  Punkten  A^,  Ao,  E  be- 
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zügKch  die  Punkte  A{,  A!^,  £'  in  unserer  Beziehimg.  Femer 
gilt  auch  die  Relation: 

(Ä^  A,  EP)  =  {A\  A'o  E'  F') 

so  daß  mithin  je  zwei  entsprechende  Punkte  Pund  P'  mit  den 
das  Koordinatensystem  darstellenden  Punkten  das  gleiche 
Doppel  Verhältnis  bilden.  Doch  ist  dies  nur  ein  spezieller 
Fall  einer  allgemeineren  Eigenschaft.  Sind  nämlich  irgend 
vier  Punkte  X,  Y,  Z,  T  von  g  gegeben  durch  die  Werte 

{A,A,EX)  =  ^  =  '^  {A,A,EZ)  =  C  =  'f 

{A,A,EY)^ri=y^  {A,A,ET)^T=^f 

so  ist  fiir  die  entsprechenden  Punkte  X',   Y',  Z',  T' 

(^'i  ^'2  E':k:)  =  I       u.  s.  f. 

und  es  ergibt  sich  nach  Formel  (11)  von  5. 

(XYZT)  =  (X'  Y' Z'  T')  =  ^-^^-.  ^^^^ 
^  ■>]  —  C    ^  —  T 

Irgend  vier  Punkte  und  ihre  vier  entsprechenden  bilden 
also  das  gleiche  Doppelverhältnis. 

Statt  zweier  Punktreihen  hätten  wir  ebenso  auch  zwei 
Strahlenbü>chel  oder  einen  Strahlenbüschel  und  eine  Punkt- 
reihe in  der  eben  durchgeführten  Art  aufeinander  beziehen 
können. 

Zwei  Grundgebilde  erster  Stufe,  die  Element  für  Element 
eindeutig  so  auf  einander  bezogen  sind,  daß  das  Doppel- 
verhältnis von  irgend  vier  Elementen  des  einen  gleich  dem 
Doppelverhältnis  der  vier  entsprechenden  Elemente  des  an- 
deren ist,  heißen  projektiv.     Das  Zeichen  dafür  ist  a. 

Da  nun  die  Annahme  der  Punkte  A^^ ,A.2,E  und  A{,  A'i,  E' 
genügte,  um  die  Beziehung  zu  bestimmen  und  da  diese  Punkte 
in  keiner  Weise  ausgezeichnet  sind,  so  folgt  noch: 

Die  projektive  Beziehung  zweier  Grundgebilde 
erster  Stufe  ist  vollständig  bestimmt,  wenn  man 
irgend  drei  Elemente  des  einen  Gebildes  und  als 
ihnen  entsprechend  drei  beliebige  Elemente  des 
anderen  Gebildes  annimmt. 
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Die  lineare  Substitution. 

42.  Die  durch  die  Gleichungen  (2)  gegebene  projektive 
Beziehung  zeigt  als  erste  charakteristische  Eigenschaft  die 
Eindeutigkeit  in  der  Zuordnung  entsprechender  Elemente. 
Dies  eindeutige  Entsprechen  bleibt  mm  auch  dann  noch  er- 
halten, wenn  wir  statt  der  Gleichungen  (2)  die  etwas  allge- 
meineren wählen 

O OC'2  ^^^^  t*2 1      1  ~i        2 2      2 

wobei  die  aa  ganz  willkürliche  Zahlenkoeffizienten  sein  sollen. 
Denn  zu  jedem  Punkte  {x^^,  x.y)  des  Trägers  g  liefern  diese 
Gleichungen  (3)  ja  unmittelbar  den  entsprechenden  Punkt 
(^''1,^4)  auf  g\  Andererseits  können  wir  das  System  (3)  auch 
nach  x^,  x^  auflösen  und  erhalten 


(4) 

1 

1 

Dabei  ist 

D  = 

D 


^11  ^12 
%1  ^22 


Soll  die  Auflösung  der  Gleichimgen  (3)  möglich  sein,  so  muß 

D  S  0  sein.     "Wäre  J)  =  0 ,  also     -^  =  -^  =  ä;,  so  wäre  die 

rechte  Seite  der  zweiten  Gleichung  von  (3)  das  Z;-fache  der 
rechten  Seite  der  ersten  Gleichung,  die  Gleichungen  (3) 
wären  nicht  voneinander  unabhängig.  Diesen  Ausnahme- 
fall wollen  wir  einstweilen  ausschheßen. 

Die  Gleichungen  (3)  oder  (4)  stellen  eine  „homogene, 
lineare  Substitution"  vor  imd  Z)  nennen  wir  die  „Deter- 
minante der  Substitution".  Sie  wird  als  nichtverschwin- 
dend  angenommen  werden. 

Auch  durch  die  Gleichungen  (3)  oder  (4)  wird  eine 
Verwandtschaft  zwischen  zwei  Grundgebilden  erster  Stufe 
hergestellt,  die  wir  als  eine  lineare  Transformation  be- 
zeichnen, weil  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  linear  d.  h.  vom 
ersten  Grade  sind. 

Diese  Verwandtschaft  ist  aber,  wie  jetzt  gezeigt  werden 
soll,  identisch  mit  der  bereits  behandelten  projektiven  Be- 
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Ziehung.  Denn  drücken  wir  das  Doppelverhältnis  von  vier 
beliebigen  Punkten  X,  T,  Z,  T,  wie  wir  sie  in  41.  an- 
genommen haben,  durch  die  homogenen  Koordinaten  aus,  so 
treten  nach  9.  lauter  DeteiToinanten  auf,  wie  z.  B. 

{x  z)  =  Xo  Zi  —  x^  z.-,  =  \'^    * 
Die  entsprechenden  Punkte  (^1,0:2)  i/u  4)  sind  gegeben  dorch 

Ojfi  =  «21  ^  +  <*22  ^2  Q^i  =  ^21  ^1  "T  %2  ^2 

Bilden  wir  die  Determinante 


{//)=• 


/j  4    _   1   «11  -^1  +  «12  %       ^1  %  +  %2  «^2^ 
rPl^|~eiail^+«12^2        «21^1+«22-»2l 


so  folgt  nach  dem  bekannten  Multiplikationssatz  für  Deter- 
minanten 


(^'')=., 


llou       Ol 


U^i      i^« 


oder 

In  dem  Ausdruck     ,  ,  ,[  :  \  , ,,{     fällt  demnach  der  auftre- 

tende  Faktor  hinaus  und  man  erhält 

iXYZT)  =  (X'Y'ZT) 

Die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  entsprechender  Qua- 
drupel war  aber  als  Definition  der  Projektivität  aufgestellt 
worden;  wir  haben  also  bewiesen: 

Die  allgemeine  lineare  Transformation  (3)  stellt 
eine  projektive  Beziehung  der  betreffenden  Grund- 
gebilde Cluster  Stufe  dar. 

Bemerkung.  Wird  eine  eindeutige  Beziehung  zweier 
Grundgebilde  durch  lineare  Gleichungen  von  der  Form  (3) 
gegeben,  so  folgt  also  daraus  schon  die  Gleichheit  der 
Doppelverhältnisse  entsprechender  Quadrupel.  Dagegen  kann 
man  nicht  behaupten,   daß  jede  eindeutige  Beziehung  der 
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Grmidgebilde  erster  Stufe  eine  Projekt! vität  sei.  Vielmehr 
kami  man  noch  andere  eindeutige  Beziehungen  zwischen  den 
reellen  Elementen  zweier  Grundgebilde  herstellen^  die  nicht 
durch  lineare  Gleichungen  von  der  Form  (3)  vermittelt  werden. 


Bedeutung  der  Koeffizienten. 

43.  Nehmen  wir  an,  die  Gleichungen  (3)  bezögen  sich 
auf  zwei  Punktreihen  g  und  g^.  In  der  durch  sie  hergestellten 
Projektivität  entsprechen  sich  die  Systeme  der  Fundamental- 
punkte jetzt  nicht  mehr.  Dem  Punkte  A^  z.  B.,  der  durch 
x^^  0  gegeben  ist,  entspricht  vielmehr  ein  Punkt  mit  den 
Koordinaten 

Oü\    t  Qu  2  ' —  ^l*^   •  ^9  9 

Bezeichnen  wir  die  drei  Punkte,  welche  in  der  projektiven 
Beziehung  den  Punkten ^^,^2>^ entsprechen,  mit  {A^),{A^),{E), 
so  erhalten  wir  für  dieselben  der  Reilie  nach  die  Koordinaten: 

(»12  J    «22)        (%1>    «21)        (%1+«12J    «21   +«22) 

Damit  ist  eine  geometrische  Deutung  der  Koeffizienten  «j^j 
der  Substitution  gegeben. 

Es  läßt  sich  nun  auch  leicht  erkennen,  wie  man  ein- 
fachere Darstellungen  der  projektiven  Beziehung  erhält. 
Denken  wir  uns  die  Beziehung  der  beiden  Punktreihen 
geometrisch  fixiert  und  verlegen  wir  in  zwei  entsprechende 
Punl?:te  der  projektiven  Beziehung  die  Punlvte -4i  und  J.',  so 
müssen  die  Gleichungen,  welche  diese  projektive  Beziehung 
darstellen,  die  Eigenschaft  haben,  daß  für  x^  =  0  auch  it^  =  0 
wird,  also  muß  sein 

«12  =  0 

Bezeichnen  wir  das  Entsprechen  zweier  Elemente  durch  das 
Zeichen  cv^^  so  erhalten  wir  folgende  Fälle: 

a)  A^^ A\',  also  %2  =  0 
und  die  Gleichungen  werden 

Qx\  =  a^^x^  Qx'i  =  a.2^x^  +  «22^2 

b)  A-^  cvj  A\ ;  also  a^^  =  0 
^2  «^  ^2 ;  also  «21  ="  0 


§  7.    Die  projektive  Beziehung  als  lineare  Transformation.         71 
Die  Gleiclinno-en  dieser  Transformation  werden 

c)     Ä^ooA\\  also  «12  =  0 
J,2  cv3^^  ;   also  «Ol  =  0 
E<roE'',   also  «11  =  «22 
Dann  erhält  man  die  Gleichungen 

QXi  =  X^  OX'i  ==  X.2 

Damit  sind  wir  aber  auf  die  Gleichungen  (2)  zurückgeführt 
worden,  von  denen  wir  ausgingen.  Dieselben  verdanken  ihre 
Einfachheit  also  dem  Umstände,  daß  das  Koordinatensystem 
möglichst  zweckmäßig  angenommen  wurde. 

Darstellung  in  nicht  homogenen  Koordinaten. 

44.     Wollen    wir    statt    der    homogenen    Koordinaten 
metrische    einführen,    so    haben    wir   (vergl.  5,    Zusatz)    das 

X 

Verhältnis      —      zu  bilden.     Bei  entsprechender  Wahl  von 

Ä^,  Ä.2,  E  liefert  dieser  Quotient  die  gewöhnliche  Abscisse. 
Dividieren  wir  also  die  zwei  Gleichungen  (3),  so  wird 

4-        ^ 

X^  _  ^^         ^^  X^  ^  «2i  +  g22l 
X'i  ,  X,         «11 +  «1»^ 

x^ 

In  nicht  homogenen  Koordinaten  wird  demnach  die 
projektive  Beziehung  durch  eine  linear-gebrochene 
Funktion  zum  Ausdruck  gebracht. 

Multiplizieren  wir  die  Gleichung  aus,  so  erhalten  wir 

«12  H'—  «22  ^  —  «11  ^'—  «21  =  0 

Statt  der  Koeffizienten  «ü  führen  wir  bei  dieser  Form  der 
Gleichung  bequemer  andere  ein  und  schreiben 

(ö)  air+&i-f  cr+cz=o 

Aus  dieser  Relation  ergeben  sich  dann  als  Ausdrücke  für 

I  und  ^' 
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(6)  1  = 


ftl  +  ö! 


(6«)  I  =  ,  ^ 

Die  Gleichung  (5),  welche  mit  den  beiden  Gleichungen  (6) 
gleichwertig  ist,  enthält  jede  der  Variabein  bloß  im  ersten 
Grade.  Sie  heißt  deswegen  bilinear  in  bezug  auf  diese 
Größen.  Auch  eine  solche  bilineare  Gleichung  kann  also 
zur  Darstellung  einer  projektiven  Beziehung  verwendet 
werden.  Die  für  die  projektive  Beziehung  charakteristische 
Gleichheit  des  Doppelverhältnisses  entsprechender  Quadrupel 
von  Elementen  folgt  auch  aus  dieser  Gleichung  (5)  ohne 
weiteres. 

Es  seien  nämlich  1^ ,  ^o  >  I3  >  f 4  ^^iß  Parameter  von  irgend 
vier  Elementen,  li ,  I2  ?  I3  ^  ^4  die  der  vier  entsprechenden 
Elemente,  so  bestehen  die  Gleichungen 

H,  +  d  h^,  +  d 

?i  — z—, — '  iä  — z — ; — 

a^y-^c  alg  +  c 

,,  ll2+d  .,  l^,  +  d 

V2  — z — ; —  ?4  = z — ; — 

Nachzuweisen  ist  die  Beziehung: 

n\  ^1  —  ^3  .  ^1  —  I4  ^  ^1 —  ^3  .  1^1  —  ^4 

I2 I3       f  2  —  I4         ^2 ^3       ^2 ^4 

Eine  leichte  Rechnung  ergibt  aber 

{ad  —  &c)    (li  —  I3) 


l'i-rs 


ebenso 


(a|i+c)  (alg+c) 


./       t'       jad  —  hc)  (I2— ^3)     ,,  „  r 

?2  —  ?3  ==  7 — z — ; — r— 7 — z — I — T-       U.  S.  I. 

Daraus  folgt  aber  unmittelbar  die  Gleichung  (7). 

Die  Ausartung  der  projektiven  Beziehung. 

45.  Auch  hier  trat  wieder  die  Determinante  ad  —  bc 
auf,  der  in  der  homogenen  Schreibweise  der  Ausdruck 
%i  %2  —  %2  ^21  entsprach  und  von  dem  wir  voraussetzten. 
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daß  er   von  Null  verschieden   war.     Wir   wollen    uns  jetzt 
darüber  klar  werden,  was  es  bedeutet,  wenn  die  Determinante 
der  Substitution  verschwindet. 
Ist  ad — bc  =  0  oder 

a      c 

und  bezeichnen  wir  den  Wert  dieser  Quotienten  mit  ~,   so 
können  wir  setzen: 

a  =  ay  c  =  ß  •  y 

h  =  ad  d  =  ß-ö 

Die  Gleichung  (5)  geht  dann  aber  über  in 
(8)  (a^  +  ß)     iyi'  +  d)  =  0 

Es  zerfällt  demnach  die  biliueare  Gleichung  in  zwei  lineare 
Faktoren,   von  denen  der  eine  bloß  |,    der  andere  bloß  <^' 

o 

enthält.     Setzen  wir  |  =  —  — ,     so  wird  die   Gleichung  (8) 

stets   erfüllt,    während  |'    noch  jeden    beliebigen  Wert  an- 
nehmen kann.     Andererseits  genügt  es,  dem  |'  den  Wert 

|'= zu  geben;    die   Gleichung   wird   dann  befriedigt 

ganz  unabhängig  von  dem  Werte  der  Größe  |. 

Die  Beziehimg  der  beiden  Grundgebüde  ist  folglich 
eine  derartige,  daß  in  jedem  derselben  ein  ausgezeichnetes 
(singuläres)  Element  vorhanden  ist.  Diesen  Elemente  ent- 
sprechen alle  Elemente  des  anderen  Gebildes.  Eine  solche 
imeigentliche,  projektive  Beziehung  heißt  eine  „ausgeartete" 
oder  „singulare"  und  wir  können  sagen: 

Das  Verschwinden  der  Determinante  der  linearen 
Substitution  ist  die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  für  die  Ausartung  der  projektiven  Be- 
ziehung, 

Um  eine  geometrische  Anschauung  zu  gewinnen,  schneiden 
wir  etwa  einen  Stralilenbüschel  mit  einer  beliebigen  Geraden, 
die  in  seiner  Ebene  liegt.  Die  entstehende  Punktreihe  und 
der  Strahlenbüschel  sind  perspektiv.  Bringen  wir  beide 
Gebilde  aus  ilirer  Lagenbeziehung,  ohne  die  Zuweisung 
der  Elemente  zu  ändern,   so  sind  beide  Gebilde  projektiv. 
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Schneiden  wir  aber  den  Strahlenbüschel  mit  einer  Geraden 
seiner  Ebene  ^  die  überdies  durch  den  Mittelpunkt  des 
Strahlenbüschels  geht  und  verfahren  im  übrigen  ganz  ebenso, 
so  erhalten  wir  eine  ausgeartete  Projekt! vität  zwischen 
Punktreihe  und  Strahlenbüschel. 

Die  projektive  Beziehung  zweier  Punktreihen. 

46.  Als  Beispiel  werde  eine  X-Achse  auf  eme  X'- Achse 
projektiv  bezogen  durch  die  Gleichung: 

axx' -{-hx -\- ex' -{- d  =  0 
Es  ist  dann: 

ex' 4- d  ,  bx  4- d 

/y*    _^     I /vi'  !____ 

ax  -\-  0  ax  -{-  c 

Für    X  =  oo  wird  x'  -= 

a 

für     x'  =  oo  wird   x  = 

a 

Dies  sind  also  die  „Fluchtpunkte"  der  beiden  Reihen. 

Würde  man  die  x  und  x'  von  entsprechenden  Punkten 
der  projektiven  Beziehung  aus  rechnen,  so  müßte  fiir  x  =  Q 
auch  x'  =  0  werden,  also  wäre  d  =  Q.     Die  Beziehung: 

axx'  +  6a;  +  ex'  =  0 

stellt  demnach  auch  noch  eine  ganz  allgemeine  Projekti- 
vität  vor. 

Entsprechen  sich  in  den  beiden  Punktreihen  die  un- 
endlich fernen  Punkte,  so  muß  für  x  =  oox'=oo  werden. 
Die  obige  Gleichung  nimmt  die  Form  an: 

hx  -\-  ex'  =0 

d.  h.  es  muß  a  =  0  sein.  Man  nennt  die  durch  diese  Glei- 
chung dargestellten  Punktreihen  ähnlich,  weil  je  zwei  ent- 
sprechende Strecken  in  konstantem  Verhältnis  stehen.  Das 
folgt  für  zwei  je  vom  Koordinatenanfang  ausgehende  und 
also  auch  für  beliebige   Strecken  direkt  aus  der  Gleichung: 

X  e 

x'^~'h 

Ist  endlich  — ^  =  1,  so  sind  die  Punktreihen  kongruent. 
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§  8.    Die  projektire  Beziehung  in  der 
Parameterdarstellung. 

Bilineare  Gleichung  zwischen  den  Parametern. 

47.  Die  bihueare  Gleichung,  welche,  wie  wir  soeben 
sahen,  als  andere  Form  der  linearen  Substitution  die  Projekti- 
vität  der  Grundgebilde  erster  Stufe  analytisch  zum  Ausdruck 
bringt,  kann  zu  diesem  Zwecke  in  noch  allgemeinerer  Weise 
verwendet  werden,  wenn  wir  uns  die  Grundgebilde  in  Para- 
meterform geben. 

Es  seien: 

«X  =  0  hj,  =  0 

zwei  Elemente  eines  Grundgebildes  erster  Stufe  z.  B.  zwei 
Punkte  und 

a^  —  A  &^  =  0 

das  Grundgebilde,  speziell  also  die  Punktreihe,  in  Parameter- 
form, so  daß  der  Parameter  Z  durch  seine  verschiedenen 
Werte  die  einzelnen  Elemente  des  Grundgebildes  liefert. 

Ein  zweites  Grundgebilde  erster  Stufe  sei  gegeben  durch 
die  Gleichungen: 

Wenn  nun  zwischen  den  Parametern  ?.  und  ?/  eine  bilineare 
Beziehung  besteht 

(1)  a?J/+h?.  +  c?/+d=0 

die  auch  in  den  Formen 

^  ^  aX'-hh  ak  +  c 

geschrieben  werden  kann,  so  sind  dadurch  zunächst  die 
Parameterwerte  X  und  X'  einander  eindeutig  zugeordnet.  Da 
weiter  die  Elemente  eines  jeden  Grundgebildes  den  Para- 
meterwerten wiederum  eindeutig  entsprechen,  so  gibt  die 
Gleichung  (1)  jedenfalls  eine  eindeutige  Verwandtschaft 
der  beiden  Grundgebilde. 

Für    das   Doppelverhaltnis    von   vier  Elementen    eines 
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Grundgebildes  erster  Stufe  fanden  wii'  nun  in  40.  den 
Ausdruck : 

Dieser  Ausdruck  reproduziert  sich  aber  bei  Anwendung  der 
linearen  Transformationen  (2)  wie  wir  dies  an  den  Formeln 
(5)  und  (6)  von  44.  bereits  gesehen  haben.     Also  ist: 

/l  Ag   Ay  —~'  A4    A;  A3  Ay  Ai 

A2  A^       /.2  ~~  /^    A2 ^3  A2  /■4 

Die  Gleichung  (1)  vermittelt  demnach  ebenfalls  eine 
projektive  Beziehung  der  Grundgebilde. 

48.  Die  Zahl  der  willkürlichen  Konstanten  in  der 
Gleichung  (1)  beträgt^  da  man  mit  einer  derselben  dividieren 
kann,  drei  d.  h. 

Zwischen    zwei   Grundgebilden    gibt  es  oo^  pro- 
jektive Beziehungen. 

Wir  erhalten  eine  Projektivität,  sobald  zu  drei  Ele- 
menten des  einen  Grundgebildes  die  entsprechenden  des 
zweiten  Grundgebildes  gegeben  sind  oder  wenn  drei  Parametern 
^1^  ^2^  h  ^^6  Parameterwerte  2.i,  X2,  U  als  entsprechende 
zugeordnet  werden.  Denn  dann  müssen  weitere  entsprechende 
Parameterwerte  X,  X'  durch  die  Beziehung  verknüpft  sein 

Aj    /g        Al   A  /[   /g       A\  / 

A2  /-S       A^Z  A  Ai.0. /.3       Ao, A 

Diese  Gleichung  liefert  ausmultipliziert  die  gesuchte  bilineare 
Relation. 

Auch  in  Detemiinantenform  können  wir  die  Gleichung 
dieser  projektiven  Beziehung  ohne  weiteres  anschreiben. 

Ist  sie  nämlich  von  der  Form  (1),  so  muß  sie  erfüllt 
sein,  wenn  man  gleichzeitig  X  =  X^  und  //=/(  u.  s.  f.  setzt. 
Das  Resultat  der  Elimination  der  a,  b,  c,  (Zaus  der  Gleichung  (1) 
und  den  so  entstehenden  drei  weiteren  Gleichungen  ist  aber 


IX' 

X 

X' 

1 

X,Xi 

X, 

X[ 

1 

X%Xi 

Xz 

Xk 

1 

X^X'i 

^z 

Xk 

1 
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Diese  Determinante  liefert  nach  den  Elementen  der  ersten 
Zeile  entwickelt  die  gesuchte  Gleichung.     Es  ist  folglich: 

a=x,  (x',—x£)+x,  {u-x{)  +  ;.3  {K-i^ 

h^X,X[OJ,  —  X'^)  +  X,Xi{X[-Xi)+Xai{)^i-X^ 
c  =  X,  X[ (/2  —  4)  -f  Xo  X',  (/3  —  ;.i)  +  4 X'i{X,  —Xi) 

d=x,  xi  (4  X',  -  /.,  /3O  +  X,  ;.i  (/i  /3'  -  /3  ÄO  +  ;.3  4'  {Xo  x[  -  x^  x^ 

Einfachste  Darstellung  der  projektiven  Beziehung. 

49.  Ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,  können  wir 
diese  Darstellung  der  Projektivitat  noch  erheblich  verein- 
fachen. Es  seien  drei  Elemente  des  einen  Grundgebildes 
gegeben  und  die  drei  entsprechenden  des  andern,  also  etwa 
die  Punkte  A,  B,  C  oder 

-B=  &j;=  &i^i  +  h^2  =  0 
C=a^  —  XQh  =  0 
und  ihre  entsprechenden  Ä',  B',   C  oder 

X'  =  A^-  =  Ay  x[  +  At  xi  =  0 
B^=B^=  Bx  x[  +  B2  x^i  =  0 

C"=^;,-— ;o'Bx-  =  o 

Dabei  haben  wir  gleichzeitig  die  Schreibweise  benutzt,  die 
Gleichung,  welche  den  Punkt  A  vorstellt,  durch  das  Symbol  A 
zu  bezeichnen,  /q  und  /q  sind  dann  zwei  bestimmte  Zahlen. 
Formen  wir  die  Gleichung  des  Punktes  C  nun  in  folgender 
Weise  nm: 

und  schreiben  für  den  Klammerausdruck  eine  neue  Größe: 


wobei  also: 


B,  =  ^  B:,=  B,x[  +  B,x', 
JB,=^B„    B,  =  fB, 

'«•0  Ao 


Statt    B^-  =  0    können    wir    auch    die    Gleichung    J?^-  =  0 
wählen  und  sehen,  daß  nun  den  Elementen 
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entsprechen  die  Elemente: 

Ä,'  =  0        B.'^O        A,-  —  X,B,'  =  0 

Um  jetzt  zwischen  den  Punktreihen 

ttx  —  lhx  =  0     und     Ax —  ^'B^-  =  0 

die  Projektivität  zu  bestimmen,  in  der  sich  die  obigen 
Elemente  entsprechen,  wissen  wir  bereits,  daß  den  Werten 
^  =  0,  oo,  1  die  Werte  A'=  0,  oo,  1  zugeordnet  sein  müssen. 
Die  bilineare  Gleichung  kann  zufolge  der  beiden  ersten 
Bedingungen  nur  noch  von  der  Form  sein: 

und  muß  zufolge  der  letzten  die  Form  annehmen: 

oder 

Es  hat  sich  demnach  ergeben: 

Die  Grundgebilde  erster  Stufe 

«X  — A&^  =  0         Ax-  —  XBx'  =  Q 

sind  projektiv  aufeinander  bezogen,  wenn  man  diejenigen 
Elemente  einander  zuweist,  die  dem  gleichen  Wert  des 
Parameters  entsprechen. 


IV.  Kapitel. 

Die  projektive  Beziehung  auf  dem  gleichen  Träger. 

§  9.   Die  Doppelelemente. 

50.  Denken  wir  uns  zwei  gleichartige,  projektive  Grund- 
gebüde  erster  Stufe  und  lassen  deren  Träger  zusammen- 
fallen, so  transformieren  wir  mit  anderen  Worten  ein  Grund- 
gebilde erster  Stufe  projektiv  in  sich  selbst.  Dabei  können 
die  Koordinatensysteme  für  die  beiden  Maßbestimmungen 
entweder  verschieden  sein  oder  die  Koordinaten,  z.  B.  die 
Xi  und  Xi,  werden  auf  das  gleiche  Koordinatensystem  be- 
zogen.    Im   letzteren   Falle    deutet   man    durch   düLe  Unter- 
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Scheidung   der  Koordinaten    lediglicli   an,    zu   welchem  der 
beiden  projektiven  Systeme  man  das  Element  rechnet. 

Auch  jetzt  stehen  uns  wieder  die  beiden  Darstellungen 
der  Projektivitat  zur  Verfügung.  Nach  der  ersten  haben 
wir  als  analytischen  Ausdruck  die  lineare  Substitution: 

QX^=  «21  ^1  +  «22^2 

ZU   betrachten.     Oder   wir   schreiben    das    Grundgebilde   in 
der  Form: 

ttjc  —  Xb^  =  0 

und  gleichzeitig,  sofern  es  das  projektive  Gebilde  trägt: 

«.-  -  ^%-  =  0 
Eiue  bilineare  Gleichung: 
(2)  aW  +  U  +  c//+d=0 

vermittelt  dann  wieder  die  projektive  Beziehung. 

Soweit  entsprachen  diese  Betrachtungen  durchaus  den 
früheren.  Ein  neuer  Gesichtspunkt  bietet  sich  nmi  aber 
insofern  dar,  als  wir  bei  eiaer  projektiven  Beziehung  auf 
dem  gleichen  Träger  auch  die  Möglichkeit  ins  Auge  fassen 
können,  daß  ein  Element  mit  seinem  entsprechenden  zu- 
sammenfalle. Elemente  dieser  Art,  deren  Existenz  wir  sofort 
beweisen  werden,  heißen  „Doppelelemente",  so  daß  wir  also 
von  Doppelpunkten  zweier  projektiven  Punktreihen  auf 
dem  gleichen  Träger,  von  Doppelstrahlen  zweier  kon- 
zentrischer, projektiver  Strahlenbüschel  u.  s.  f.  sprechen. 

Nehmen  wir  an,  daß  sich  die  Xi  und  Xi  auf  das 
gleiche  Koordinatensystem  beziehen,  so  muß  für  ein 
solches  Doppelelement  die  Bedingung  erfüllt  sein: 

fO\  ^  ^ 

x^      x^ 

Drücken  wir  dementsprechend  x{  und  X2   durch  Xx  und  x^ 
aus,  so  liefern  uns  die  Gleichungen  (1): 

(4)  Kl  — e)^i  +  ai2^2  =  0 

«21^1  +(«22—  q)^  =0 
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Die  Koordinaten  eines  Doppelelementes  müssen  also  diesen 
beiden  Gleichungen  genügen,  folglich  muß  man  haben: 


=  0 


Zur  Bestimmung  des  Proportionalitätsfaktors  q  ergibt  sich 
folglich  die  quadratische  Gleichung: 

Q^  —  (%i  +  «22)  Q  +  «na22  —  %2%i  =  0 
Die  Wurzeln  derselben: 

_  %i   +  %2   +  y(%l   +  «22)^  —  4Ki«22  —  %2^2l) 

^  2 

geben,  in  eine  der  Gleichungen  (4)  eingesetzt,  die  Ko- 
ordinaten der  Doppelelemente.  Im  allgemeinen  existieren 
also  zwei  Doppelelemente,  die  reell  oder  imaginär  sein  oder 
im  Grenzfalle  in  eines  sich  vereinigen  können. 

Daß  mit  dem  Auftreten  von  drei  Doppelelementen  die 
projektive  Beziehung  überhaupt  in  eine  identische  über- 
geht, zeigt  unter  der  Voraussetzung  lauter  reeller  Elemente 
folgende  Überlegung: 

Betrachten  \dv  etwa  zwei  Punktreihen  auf  dem  gleichen 
Träger.  Zwei  der  Doppelpunkte  seien  als  Fundamentalpunkte 
A^  und  A.2  gewählt.  Die  Gleichungen  (1),  welche  diese 
Projektivität  darstellen,  müssen  dann  die  Eigenschaft  zeigen, 
daß  für  a?i  ^  0  auch  xl=0  und  ebenso  für  a;^  =  0  auch 
X2  =  0;  sie  können  demnach  bloß  von  der  Form  sein: 

(5)  Qx{=  an^i  QX.i=^  a2iXo, 

Verlegen  wir  weiter  in  den  dritten  Doppelpunkt  den  Ein- 
heitspunkt (1,  1)  so  muß  auch  noch 

%1   =  0^22 

sein,  und  die  Gleichungen  (5)  können  durch  die  Gleichung  (3) 
ersetzt  werden,  d.  h,  jeder  Punkt  deckt  sich  mit  dem  ent- 
sprechenden, also  folgt: 

Wenn  in  einem  projektiv  auf  sich  selbst  be- 
zogenen Grundgebilde  erster  Stufe  drei  Elemente 
mit  ihren  entsprechenden  zusammenfallen,  so  hat 
jedes    Element    diese    Eigenschaft,    und    die    pro- 


§  9.    Die  Doppelelemente.  81 

jektive    Beziehung    geht    in    eine    Identität    über 
(Fundamentalsatz  der  neueren  Geometrie). 

Endlich  lassen  sich  auch  aus  der  Parameterdarstellung  (2) 
die  Doppelelemente  ableiten.  Denn  da  für  dieselben  A  =  X' , 
so  entsprechen  sie  den  beiden  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichung: 

(6)  aA2  +  (6  +  c)A  +  <Z  =  0 

Die  Invariante  einer  binären  Projektivität. 

51.  In  welcher  Weise  sich  in  einer  projektiven  Be- 
ziehimg  auf  dem  gleichen  Träger  jedes  Paar  entsprechender 
Elemente  zu  den  Doppelelementen  gruppiert,  wird  durch 
folgenden  Satz  klargestellt: 

Irgend  ein  Paar  entsprechender  Elemente  und 
die  beiden  Doppelelemente  einer  projektiven  Be- 
ziehung auf  dem  gleichen  Träger  bilden  ein  kon- 
stantes Doppelverhältnis. 

Dieser  Satz  gilt  in  jedem  Falle,  die  Doppelelemente 
mögen  reell  oder  imaginär  sein.  Um  ihn  auch  ganz  all- 
gemein, d.  h.  ohne  Rücksicht  auf  die  ReaKtät  der  Doppel- 
elemente, zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  die  projektive  Be- 
ziehimg  wäre  wie  in  44.  durch  eine  bilineare  Gleichung  in 
den  nicht  homogenen  Koordinaten  von  der  Form  (5)  dar- 
gestellt.   Geben  wir  dem  ^  den  beliebigen  Wert  A,  so  wird: 

aX-\-  c 

Die  quadratische  Gleichung,  deren  Wurzeln  A  und  —  ^X-\-d) 
:  {a,X  +  c)  sind,  ist  aber  dann: 

{aX  ^c)^''  —  {X{aX-^c)  —  q>X-\-ä))^  —  XQ)X^6^  =  0 

Die  Doppelelemente  der  projektiven  Beziehung  andererseits 
sind  gegeben  durch: 

Das  Doppelverhältnis,  welches  diese  beiden  Elementen- 
paare bilden,   zu  berechnen  gestattet  uns  die  Formel  (10) 

Doehlemann,  Geometrische  Traagformationen.  6 
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von  13.    Für  die  hierbei  auftretenden  Größen  Da,  Db,  Dah 
finden  wir  durch  eine  leichte  Rechnung: 


Da 


X{aX  +  c)  +  {l)X  +  d) 


2 


A-= ^ 

^ah  =  (C  —  0)  •  ^ 

In  dem  Ausdrucke  D  für  das  Doppelverhältnis  der  beiden 

Elementenpaare  fällt  dann  aber  der  die  Größe  X  enthaltende 

„,        X{aX-{-c)-]-lX  +  d  ,.  j  .j 

l^aktor  — ^ '— ganz  hmaus,  und  es  wird: 

iL 


(7)  J)  =  &-c-y(&  +  c)^-4at?  _ 

&  —  c  +  y(&  +  c)2  —  4a6? 

Damit  ist  der  Beweis  des  in  Frage  stehenden  Satzes 
erbracht.  Diese  für  die  Projektivität  charakteristische  In- 
variante j  hat  folglich  einen  reellen  oder  imaginären  Wert, 
je  nachdem  die  Doppelelemente  der  projektiven  Beziehung 
reell  oder  imaginär  sind.  Fallen  dieselben  zusammen,  so 
wird  i  =  1 . 

Ist  die  Projektivität  durch  die  Gleichungen  (5)  von  50. 
gegeben,  so  wird  nach  6.  für  irgend  ein  Paar  entsprechender 
Punkte  P,  P'  mit  den  Koordinaten  Xi,  Xi\ 

und  es  ergibt  sich  für  die  Invariante: 

{Ä,A,EP)  -  i^i^^^  ^  ~  ^  ~^ 

Endlich  gewinnen  wir  für  die  Parameterdarstellung 
einer  Projektivität  durch  Einfühnmg  der  Doppelelemente  — 
diese  wieder  als  reell  vorausgesetzt  —  folgende  Ver^ 
einfachung:  Sind 

m^  =  0         W:,  =  0 
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die  Gleichungen  der  Doppelelemente,  so  wird  zwischen  den 
Parametern  in  den  Gleichungen 

nix  —  Xtijc  =  0 

m^  — X'nx=  0 

zur  Begründung  einer  Projektivität  eine  bilineare  Gleichung 
bestehen,  die  aber  von  der  Form  sein  muß: 

damit  die  Doppelelemente  sich   selbst  entsprechen.     In  der 
anderen  Schreibweise: 

/  c 

gibt  dieselbe  abermals  einen  Beweis  für  die  invariante  Natur 
des  Doppel  Verhältnisses  D. 

Bemerkung:  Verbinden  wir  die  lineare  Substitution  (6*) 
von  44.  mit  einer  weiteren 

so  erhalten  wir  aus  beiden  Gleichungen 

oder  ~       {ac—ha)  ^+{cc—ad) 

^,^       h"^-\-d" 
a"^^  c" 

Dies  ist  aber  wiederum  eine  lineare  Substitution  der  gleichen 
Art.  Es  liefern  demnach  irgend  zwei  projektive  Transfor- 
mationen nacheioander  angewandt  abermals  eine  projektive 
Transformation,  eine  Tatsache,  die  man  in  folgender  Weise 
zum  Ausdruck  bringt:  die  projektiven  Transformationen  auf 
einem  Grundgebilde  erster  Stufe  bilden  eine  „Gruppe". 

§  10.    Die  Koordinaten -Transformation. 

Übergang  von  einem   Koordinatensystem  zu 
einem  anderen. 

52.  Die  bisherigen  Betrachtungen  haben  gezeigt,  daß 
eine  lineare  Substitution  geometrisch  gedeutet  eine  Pro- 
jektivität vermittelt. 
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Die  andere  in  1.  bereits  erwähnte  Fragestellung  ist 
folgende:  Wir  haben  auf  einem  Giiindgebilde  erster  Stufe 
zwei  Koordinatensysteme.  Irgend  ein  Element  des  Grund- 
gebildes wird  dann  in  bezug  auf  das  erste  Koordinaten- 
system die  Koordinaten  (x^,  x^)  haben,  dagegen  in  bezug 
auf  das  zweite  Koordinatensystem  durch  die  Koordinaten 
{Xi,  X2)  bestimmt  sein.  Zu  jedem  Wertepaar  (x^,  X2)  ge- 
hört also  ein  Wertepaar  {x{,  x-i)  und  umgekehrt.  Gesucht 
wird  der  Zusammenhang  zwischen  diesen  Koordinaten  des 
gleichen  Elementes  in  bezug  auf  zwei  verschiedene  Ko- 
ordinatensysteme. 

Es  seien  —  etwa  in  einer  Punktreihe  —  A^,  A^,  E  und 
A(,  A2,  E'  die  beiden  Koordinatensysteme.  Die  Punlrte 
Ax,  A2,  E'  mögen  in  bezug  auf  das  erste  Koordinatensystem 
durch  ihre  Koordinaten  (%,  a^),  (&i,  \),  {e^,  e^)  festgelegt, 
sein.     Es  ist  also: 

{A,A2EA[)  =  ^  =  « 
{A,A,EA2^^^==^ß 
{A,A,EE')='f=^e 

(AA^P)  =  |  =  ^ 

Der   beliebige   Punkt  P  hat   in    bezug   auf   das    neue  Ko- 
ordinatensystem die  Koordinaten  {x(,  x-i),  und  es  ist: 

{A(A{E'r)^'^,  =  ^' 

Andererseits    finden    wir   für   dieses   Doppelverhältnis   nach 
Formel  (2)  von  9.: 

X2  __  (ae)  _  {ax)  _  «2  ^1  —  %  ^2  .  «2  ^1  —  «i  ^2 
x{      (be)  '  (hx)      &2  e^  —  h^e^  '  h^x^  —  h^x^ 
so  daß  auch: 

^  „  /  _  ^2^1       ^1^2  _   %    „  %   ^ 

/-^N  0^2  «1   —  «1«2  (««)  (««) 


h^X   —\X2^     &2     ^ l)j_ 

h^i  —  &i«2       (&^)    ^        (&e) 
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Diese  Gleichungen  geben  den  gewünschten  Zusammen- 
hang zwischen  den  beiden  projektiven  Maßbestimmungen. 
Man  nennt  sie  die  „Transformationsformeln  der  Koordinaten" 
imd  die  ganze  Umformung  eine  „Koordinatentransformation". 
Formal  betrachtet  stellen  die  Gleichimgen  (1)  aber  auch 
eine  lineare  Substitution  vor,  nur  sind  die  Koeffizienten 
besonderer  Art.  In  nicht  homogenen  Koordinaten  tritt 
ebenso  wie  früher  an  Stelle  der  Gleichungen  (1)  die  einzige 
Gleichung : 

(0,  ,,_  (g  -e){ß-  ^)  _ß[a  -e)-{a-E)^ 

^-)  ^        (^_,)(a_^)       a{ß-E)-{ß-e)^ 

wonach  f  eine  linear -gebrochene  Funktion  von  |.  Die 
Gleichungen,  welche  in  entsprechender  Weise  x^,  x^  bezw.  k 
liefern,  kann  man  entweder  aus  (1)  durch  Auflösung  nach 
x^  und  Xo  finden  oder  man  schreibt  die  analogen  Gleichungen 

an,  wobei  dann  die  Konstanten  —.  =  a'  u.  s.  f.  vorkommen. 

«1 
Statt  dies  im  einzelnen  auszuführen,  geben  wir  noch  die 
Spezialisierungen  der  Formeln  (2)  für  metrische  Koordinaten. 


;„^'^         V^  - 

A'A 

Fig.  16. 

Nehmen  wir  an,  es  gehe  die  Maßbestimmung,  die  sich 
auf  Ä{,  A{,  JE'  bezieht,  in  die  .einfache  Abscissenmessung 
über  (7.,  Zusatz)  mit  der  Strecke  A2E'  als  Einheitsstrecke, 


X 

so  wird  — ,  =  x'  und 


(3)  x'^ 


\«i       gl/  \&i       xj 
Ih  _  ^\  fe  _  ^] 

V&i       ej  Voi       xj 


Dabei  muß  noch  —  =  -r-==  gesetzt  werden. 

Diese  Formel  gibt  den  Übergang  von  einer  projektiven 
Maßbestimmung  zu  euier  metrischen. 
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Ist  endlich  auch  die  Maßbestimmung  A^,  Ä^,  JS  eine 
Abscissenmessung,  so  wird: 

a  —  oo,     ß  =  a,     £  =  a-\-l,     ^  =  x 
und 

(4)  x'  =  X  -{-  a 

was  geometrisch  (Fig.  16)  ohne  weiteres  einzusehen  ist. 

Die  Koordinatentransformation,   aufgefaßt    als 
projektive  Beziehung. 

53.  Die  Formeln  (1)  der  Koordinatentransformation 
stellten  sich  als  eine  lineare  Substitution  dar;  jede  solche 
Substitution  aber  liefert  nach  dem  Früheren  eine  Pro- 
jekti\dtät.  Es  muß  also  möglich  sein,  auch  die  Koordinaten- 
transformation als  eine  spezielle,  projektive  Beziehung  auf- 
zufassen. 

In  der  Tat  denken  wir  uns  ein  Grundgebilde  erster 
Stufe  projektiv  auf  sich  selbst  bezogen,  so  daß  dem  Element 
{x^,  x^)  das  Element  (x{,  x-i)  entspricht,  wobei  diese  Ko- 
ordinaten sich  auf  zwei  verschiedene  Koordinatensysteme 
A^,  A^,  E  und  A{,  A2,  E'  beziehen.  Machen  wir  dann 
ferner  die  Annahme,  die  Projektivität  gehe  in  eine  Identi- 
tät über,  so  fällt  jedes  Element  mit  dem  ihm  entsprechen- 
den zusammen,  und  die  Abhängigkeit,  wie  sie  durch  diese 
Projektivität  zwischen  [x^,  x^)  und  {x(,  x^)  gegeben  wird, 
geht  über  in  den  Zusammenhang  der  Koordinatentrans- 
formation. Es  kann  demnach  eine  Koordinaten- 
transformation als  Darstellung  einer  identischen 
Projektivität  in  bezug  auf  zwei  verschiedene  Ko- 
ordinatensysteme  aufgefaßt  werden. 

Um  dies  auch  rechnerisch  zu  verfolgen,  seien: 

-    .  QXi  =  a^iXi  +  «12^2 

QXi  =  «21^1  +  «22^2 

die  Gleichungen  der  projektiven  Beziehung  des  Grund- 
gebildes. Den  Punkten  JL^  oder  x^  =  Q,  A^  oder  x^  =  0 
und  E  oder  (1,  1)  entsprechen  im  anderen  System  der 
Reihe  nach  die  Punkte  (^1)'  oder  [a^^,  «22)?  iAiY  ^^^^ 
(«11,  «21)  ^i°d  {Ey  oder  («11  +  012?  «21  +  %2)*  ^^'^  Vvo- 
jektivität  geht  nach  50.  in  eine  Identität  über,  wenn  drei 
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Elemente  mit  den  ihnen  entsprechenden  zusammenfallen, 
wenn  also  z.  B.  im  vorliegenden  Falle: 

(Ar^A     (AY^A     [EY^E 

Sind  mm  die  Koordinaten  der  Punkte  A^,  Ä^,  Em  bezug  auf 
das  Koordinatensystem  A{,  Ai,  E'  bezw.  {d[,  a^,  (b{,  h-i),  {c{, C2), 
so  ist  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  daß  die  Gleichungen  (5)  eine  identische  Projektivitat, 
d.  h.  eine  Koordinatentransformation,  vorstellen,  durch  die 
Erfüllung  folgender  Gleichungen  gegeben: 

«12  :  «22  =  «/  '  ^i 

«11  '  «21  =  ^i  '  ^2' 

(«11  +  «1^)  :  («21  +  «22)  =  «1'  ■  ^ 
Aus    ihnen    können   wir    die    Koeffizienten   «jt   der   Trans- 
formation berechnen.    Die  beiden  ersten  Beziehungen  liefern: 

«12  =  — ,  •  «22      und     a.,1  =  7-,  •  «u 

Führen  wir  diese  beiden  Werte  in  die  Gleichungen' 

«11  +  «12  =  V  .  e( 
«21  +  «22  =  >*  •  e/ 

ein,  so  ermöglichen  diese  die  Berechnung  von  «^  und  a^^ 
und  wir  erhalten  auf  diesem  Wege: 

«11  :  «12  '  Ö21  :  «22  = 

=  {e(a4—  a(e{)  h( :  {e^b{  —  e{h.{)  a{ :  {e{a^  -  a(e{)  6/ 

,{e{h(—e(h{)a{ 

Die  Gleichungen  der  Koordinateutransformation  werden 
schließlich: 

Qx{  =  {e(ai  —  a(e{)  l{x^  +  {eiH  —  e{h^  a(xt 

oXi  =  {e(a4 —  a(e{)hixi  +  (e/6/  —  e(h{)  a{Xi 

oder  kürzer: 

^g^  QX(  =  (a  'e  0  .  Kx,  +  (e  '6  0  •  a(^z 

QX2  =  {a'e^ -hiXi-\-(e'h^  '  aiXi 

Dies    sind   nun  allerdings  nicht   die  Gleichungen  (1),   weil 
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hier  als  konstante  Koeffizienten  auf  der  rechten  Seite  die 
gestrichenen  Koordinaten  der  Punkte  ^j,  A^,  E  in  bezug 
auf  A(,  A2,  E'  stehen.  Lösen  wir  aber  die  Gleichungen  (6) 
nach  x^,  x^  auf,  so  ergibt  sich: 


(7) 


O/2  Xi  diY  Xi  Cl'2  .  eil  / 

_  hixl  -  h{x.I  _       &/       ,  h{      , 

^'''~  &/ e{  -  h{ ei  ~  {h'  e') ""'  ~  Q)'  ^  ^' 


Diese  Formeln  aber  sind  für  die  Darstellung  der  xi  durch 
die  Xi   das  genaue  Gegenbild  der  Gleichungen  (1). 

§  11.   Die  cyklische  Projektivität. 

Definition    cyklisch-projektiver  Gebilde. 

54.  Es  sei  gegeben  ein  projektiv  auf  sich  selbst  be- 
zogenes Grundgebilde  erster  Stufe,  beispielsweise  eine  Punkt- 
reihe. Irgend  einem  Elemente  X^  desselben  wird  in  der 
projektiven  Beziehung  ein  Element  ^(  entsprechen.  Be- 
trachten wir  dies  Element  als  zum  ersten  Gebilde  gehörig 
und  bezeichnen  es  dementsprechend  mit  Xg,  so  werden  wir 
ein  entsprechendes  Element  X2'  finden  können.  Nehmen 
wir  das  Element  X.2  meder  als  ein  Element  X3  im  ersten 
Gebilde,  so  liefert  uns  die  projektive  Beziehung  dazu  ein 
entsprechendes  Element  X.^  u.  s.  f.  Im  allgemeinen,  d.  h,  bei 
einer  beliebigen  projektiven  Beziehung,  wird  sich  dieser 
Prozeß  ins  Endlose  fortsetzen  lassen.*) 

Wir  stellen  nun  die  Frage,  ob  es  möglich  ist,  daß  die 
so  entstehende  Reihe  von  Elementen  sich  nach  einer  end- 
lichen Zahl  von  Operationen  schließt,  daß  also  eines  der 
neu  sich  ergebenden  Elemente  mit  dem  ursprünglich  heraus- 


*)  Hat  die  projektive  Beziehung  reelle  Doppelelemente,  so 
nähert  man  sich  bei  unbegrenzter  Fortsetzung  dieser  Reihe  den 
Doppelelementen  und  zwar  dem  einen  oder  anderen,  je  nachdem  das 
zuerst  ausgewählte  Element  dem  einen  oder  anderen  der  projektiven 
Gebilde  zugerechnet  wird.  Vergl.  Steiners  Vorlesungen,  11.  Teil, 
S.Auflage,  Nr.  14  und  15,  Seite  506,  ferner  E.  Weyr:  „Über  die 
Doppelelemeute  projektivischer  Gebilde  und  deren  Bedeutung  für  Kurven 
dritter  Ordnung  und  Klasse".  Sitz.-Ber.  der  k.  böhmischen  Ges.  der 
Wiss.     Prag  1869,  Seite  1. 
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gegriffenen  zusammenfallt.  Wir  wollen  annehmen,  daß  wir 
nach  w- maliger  Anwendung  imserer  Transformation  zu  einem 
Element  X,f  gekommen  seien,  das  wii-  gleichzeitig  mit  X„_^i 
bezeichnen  und  daß  dieses  Element  mit  X^  zusammenfalle 
(vergl.  Fig.  17,  welche  dem  Falle  n  =  4  entspricht).  Es 
bilden  dann  die  n  Elemente: 

2lj,  JCg,  .  . .,  X„ 
einen  „Cyklus",  der  folgende  Eigenschaft  zeigt: 

Jedem  Element  X,,  genommen  als  zum  ersten  Gebilde 
gehörig,  entspricht  das  rechts  von  ihm  stehende  Element 
Xi+i]  dem  gleichen  Element  X,  entspricht  das  links  voraus- 
gehende Element  X,_i ,  wenn  man  X,  als  zum  zweiten 
Gebilde  gehörig  betrachtet.  An  X„  schKeßt  sich  wieder  X^ 
an,  womit  der  Name  Cyklus  gerechtfertigt  wii'd. 

Um  mm  aber  zu  beweisen,  daß  ein  solcher  Cyklus 
wirklich  auftreten  kann,  erinnern  wir  uns  an  die  Eigenschaft 

i 5 5 £_ 

Fig.  17. 

projektiver  Grundgebilde  auf  dem  gleichen  Träger,  daß  je 
zwei  entsprechende  Elemente  Xi  und  X/  mit  den  beiden 
Doppelelementen  —  dieselben  mögen  reell  oder  imaginär 
sein  —  das  gleiche  Doppelverhältnis  j  bilden.  Sind  dann 
li,  I2,  .  .  .,  |„,  |„  +  i  die  Parameter  der  Punkte  X^,  Xj,  ..., 
X„,  X„4.i,  während  ^i^  und  {.i^  die,  eventuell  auch  imagi- 
nären, Koordinaten  der  Doppelelemente  bedeuten,  so  gelten 
zimächst  ganz  allgemein  folgende  Beziehungen: 

/^  —  li       .  y"i  —  I2 


/^  —  ll 
^1  — 12 

IH  —  I2 

.  A^i  —  I3 

'  f^t  —  h 

=i 

^1  —  Im- 
i"2  —  Im- 
i"!  —  Im 

l   .   i"!  —  Im 
i'  fJ^l  —  Im 

,   fAx  —  ^n  +  X 

=  j 

f^2  Im  Hz  —  Im 


+  1 


90        IV-    Die  projektive  Beziehung  anf  dem  gleichen  Träger. 
Multiplizieren  wir  alle  diese  Gleichimgen,  so  ergibt  sich: 

i^l  —  ^1  .   /^l  In  +  l   ^    •„ 

/*2 ll  /*2  lw  +  1 

Links  steht  hier  das  Doppelverhältnis,  welches  die  Elemente 
Xi  und  Xn  +  i  mit  den  Doppelelementen  bilden.  Soll  nun 
X„  +  i  =  Xi  sein,  also  ^„-j-i  =  li,  so  wird  die  Bedingung  dafür: 

j"  =  1     oder     ;■  =  yr 

Es    muß   mithin    die    Invariante  j   einen  der  n  Werte  von 

fl  haben.  Den  Wert  j  ^^  -\-  1  müssen  wir  von  vornherein 
ausschließen.  Denn  bei  dieser  Annahme  fallen  die  Doppei- 
punkte  zusammen  (51.)  und  die  ganze  Betrachtung  verliert 
ihre  Gültigkeit. 

55.  Demnach  sind  folgende  zwei  wesentlich  verschiedene 
Fälle  zu  unterscheiden: 

Erstens  kann  n=2  und  folglich  ;'  =  —  1  sein.  Die 
Doppelelemente  sind  reell  oder  miaginär  (13.)  und  trennen 
jedes  Paar  entsprechender  Elemente  harmonisch.  Dies  liefert 
den  Fall  der  sogenannten  „Involution",  den  wir  später  aus- 
führlich behandeln  werden. 

Zweitens    sei  w>2,    dann  ist  die  Konstante  j   stets 

imaginär,  da  /T  mit  Ausnahme  des  unzulässigen  Wertes  1 
lauter  imaginäre  Werte  hat.  Demzufolge  sind  dann  auch 
die  Doppelelemente  einer  solchen  Projektivität  immer  imaginär. 
Da  es  ferner  bloß  auf  den  Wert  der  Konstanten  j  ankommt, 
so  folgt  sofort: 

Wenn  in  einer  projektiven  Beziehung  auf  dem  gleichen 
Träger  ein  Cyklus  von  Elementen  vorhanden  ist,  so  sind 
unendlich  viele  solche  Cyklen  vorhanden,  und  von  jedem 
Element  ausgehend  erhält  man  einen  Cyldus. 

Die  ganze  Projektivität  zerfällt  folglich  in  lauter 
Gruppen  von  je  n  Elementen  derart,  daß  jedes  Element  nur 
zu  einer  Gruppe  gehört. 

Projektive  Beziehungen  dieser  Art  hat  Clebsch*) 
„cyklische"  genannt. 


*)  Borchards  Journal,  Bd.  68,  1868,  Seite  167;  auch  Steiner 
hat  sich  mit  dieser  Sache  beschäftigt,  vergl.  Steiners  Vorlesungen, 
II.  Teil,  3.  Auflage,  Seite  69  und  506;  weitere  Untersuchungen 
knüpfte  daran  Lüroth:   Math.  Annalen,  Bd.  11,  1877,  Seite  84,   und 
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Aus  einer  cyklischen  Projektivität  lassen  sich  unzählige 
andere  ableiten.  Der  Cyklus  X^X^X^... X„  gibt  zunächst 
Anlaß  zu  folgenden  Projektivitäten : 

Xi  Xo . . .  x„  7\  Xo  X3 . . .  Xi  7\  X3  x^ . . .  x^  u.  s.  f. 

wobei 

X„  j.  1  ^ü^  Xi,  X„ +2  ^  X2  u.  s.  f. 

indem  Vielfache  von  n  in  den  Indices  unterdrückt  werden. 
(Die  Indices  werden  nach  dem  Modul  n  reduziert.)  Ist  v 
eine  positive,  ganze  Zahl,  so  ergeben  sich  folgende  pro- 
jektive Reihen: 

XjX2      .     .     .     X„     y\      Xl_i_y      Xo-j-v  .     .     .      Xy 

/\  Xi_|_2vX2-j_2v  •  •  .   Xzy 
A  -^l  +  3vX2_(-3.,.  .  .  .   Xjy 

u.  s.  f. 

Die  V- malige  Anwendung  der  Transformation  führt  mithin 
den  Punkt  X^  in  folgende  Lagen  über: 

Xi,     Xi_|_v,     Xi_j_2v,      Xi_j_3^     ... 

Machen  wir  die  weitere  Annahme,  daß  v  relativ  prim  zu  n. 
so  wird  nach  dem  oben  Bemerkten: 

Xi^ny  ^  Xi 

also  bilden  die  n  Elemente: 

Xl,  Xl^y,  Xl^2V)  •••)  Xl_^(„_|)y 

einen  Cyklus. 

Haben  n  und  v  einen  gemeinschaftlichen  Teiler  t  in 
der  Weise,  daß 

n  =  in' 

V  =  tv' 
so  erhalten  wir: 

n  _n' 

V  v' 


Chr.  Wiener:  „Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie",  1.  Bd., 
Nr.  448,  1884,  sowie  H.  Wiener:  „Rein  geometrische  Theorie  der 
Darstellang  binärer  Formen  durch  Punktgruppen  auf  der  Geraden", 
Halle  a.  S.,  1885. 
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also: 


und 

folglich: 
also  bereits; 


n  V  =  nv 

1  +  n'v  =  1  +  nv' 
1  -f  n'v  -^  1  (mod.  n) 


In   diesem  Falle  besteht  der  neue  Cyklus  aus  n'  = -j 

Elementen  und  jeder  Cyklus  von  n  Elementen  der  ursprüng- 
lichen Projektivität  liefert  t  solche  neue  Cyklen. 

Ein  Beispiel   für   cyklisch-projektive  Punktreihen: 

56.  Um  ein  einfaches  Beispiel  cyklisch  -  projektiver 
Punktreihen  zu  erwähnen,  wollen  wir  drei  beliebig  gegebene 
Punkte   A,  B,    C  gleichzeitig   mit    C,  A',  B'    bezeichnen 

A  £  C 


C  A'  B' 

Fig.  18. 

(Fig.  18)  und  die  projektive  Beziehung  betrachten,  welche 
A,  B,  C  in  A',  B',  C  überfühi-t.  In  dieser  bilden  dann 
aber  ABC  oflfenbar  einen  Cyklus,  und  zwar  ist  w  =  3. 
Die  erhaltene  Projektivität  ist  mithin  eine  cyklische.  Die 
Rechnung  zeigt  dies  in  folgender  Weise.  Den  Punkten 
A,  B,  C  ordnen  wir  etwa  die  Parameter  ^^  =  0,  ^  =  cx>, 
^3  =  1  zu.  Ihnen  entsprechen  bezw.  die  Parameter  X{=  oo, 
^2'  =  1 ,  ^3'  =  0  und  für  die  bilineare  Gleichung  dieser 
Projektivität 

erhalten  wir  daraus  die  Bedingungen: 

c  =  0,     h  =  a,     d  =  h 
Es  wird  folglich  die  gesuchte  Gleichung 

n'+i-\- 1  =  0 
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Für  die  imaginären  Doppelpunkte  ergibt  sich: 

A2+A  +  1  =  0 
Die  Konstante  j  nimmt  den  Wert  an: 

.      —  1  — M3 
J  = 2 

3  — 

Dies  ist  in   der  Tat  ein  Wert  von  ]  1 . 

Von  dieser  cyklischen  Projektivitat  läßt  sich  noch 
ein  zweiter  Cyklus  unmittelbar  angeben.  Konstruieren  wir 
die  Punkte  A^,  B^,  C^  derart,  daß  A^  zu  B  und  C  be- 
züglich A  harmonisch  liegt  u.  s.  f.,  so  daß  also: 

{ABCC^)  =  —  1 
{BGAAy)==  —  l 
{CABB^)  =  —  1 

so  ist  A^,  By,   Ci  dieser  zweite  Cyklus. 

Für  die  Punkte  J.i,  B^^j  C^  findet  man  nämlich  ohne 
weiteres  die  Pai-ameter: 

Xfl  =  2         Xj  =  —         Ac  =  —  1 

Die  bilineare  Gleichung  der  Projektivitat,  welche  die  Punkte 
Aj^,  B^,  Gl  cyklisch  in  sich  überführt,  wird  dann: 

;iA'  — A4-l  =  0 

Setzen  wir 

A  =  —  yU,      k'  =  —  fl' 

so  nimmt  sie  die  Form 

^^'+^  +  1=0 

an,  woraus  sie  als  identisch  mit  der  ersten  Projektivitat  zu 
erkennen  ist. 

Man  findet  femer  durch  eine  einfache  Rechnung,  daß 
auch  umgekehrt  das  Pimkttripel  ABC  zum  Tripel  AiB^  C^ 
die  gleiche  Lagenbeziehung  einnimmt,  daß  also: 

{A,B,C,C)^-\ 
{B^C,A,A)  =  —  1 
{C,A^B,B)  =  -1 
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Damit  ist  der  Satz  bewiesen: 

Drei  beliebige  Punkte  Ä,  B,  C  und  das  zu  ihnen 

harmonisch  gelegene  Tripel  Ä^,  B^,   C^  werden  durch 

die    gleiche    cy kusche   Projektivität   in    sich    selbst 

transformiert. 

In  eleganterer  Weise  behandelt  man  diesen  schon  von 

Staudt  bekannten  Satz  in  der  Theorie  der  binären  Formen, 

indem  man  die  drei  gegebenen  Punkte  durch  eine  kubische 

binäre  Form  darstellt.*) 

Cylisch-projektive   Strahlenbüschel. 

57.  Um  eine  Projektivität  im  Strahlenbüschel  zu  be- 
stimmen, legen  wir  mit  Rücksicht  auf  das  Folgende  ein 
rechtwinkliges  Koordmatensystem  zu  Grunde  und  zählen  die 
Winkel  von  der  positiven  X-Achse  gegen  die  positive  Y-Achse. 
Irgend  zwei  Gerade  durch  den  Koordinatenanfang  sind  dann 
gegeben  durch: 

(1)  y=^Ti,x  y  =  \x 

Eine  bilineare  Gleichung 

(2)  ah\  +  hh  +  c'k^-{-d=0 

wird  ganz  allgemein  eine  projektive  Beziehung  des  Strahlen- 
büschels vermitteln.  Die  Doppelstrahlen  derselben  ent- 
sprechen der  Gleichung: 

(3)  ah'^  +  {h  +  c)h -{- d  =  0 

Setzen  wir  nun  insbesondere  voraus,  daß  die  Doppelstrahlen 
identisch  seien  mit  den  Linien,  die  vom  Koordinatenanfang 
nach  den  imaginären,  unendlich  fernen  Kreispunkten  laufen 
und  die  durch 

a;2  +  1/2  =  0     oder     1  +  /cS  =  0 

gegeben  sind.     Dann  muß  man  haben 

a  ^  d    und     &  +  c  =  0 

*)  V.  Staudt:  „Geometrie  der  Lage."  Nürnberg  1847,  Seite  121 
und  „Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage."  Nürnberg  1857,  Seite  157.  — 
Clebsch:  „Theorie  der  binären  algebraischen  Formen."  Leipzig  1872, 
Seite  131.  —  Clebsch-Lindemann:  „Vorlesungen  über  Geometrie." 
l.Bd.  Seite  225. 
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öO  daß  fiir  diese  Projektivität  die  Relation  besteht 

(4)  aJc7cj^  +  hk  —  b\  +  a  =  0. 

Andererseits  gelangt  man  zu  einer  solchen  Projektivität 
auch,  indem  man  einen  Strahloubüschel  um  einen  Winkel  d 
dreht.    Denn  bilden  die  Greaden  (1)  den  Winkel  d,  so  ist  ja 

Jc  —  L 

oder 

(5)  tga  .  Jck,—Jc  -f  l\  +  tgd  =  0 

und  (4)  nimmt  diese  Form  an,  wenn  man  setzt: 

58.  Soll  die  mehrfache  Wiederholung  einer  solchen 
Drehung  zu  einer  cyklischen  Projektivität  führen,  so  muß 
ein  Strahl  nach  einer  gewissen  Anzahl  von  Drehungen  in 
seine  Anfangslage  zurückkehren,  d.  h.  man  muß  haben 

n 

wo  h  und  n  positive,  ganze  Zahlen.  Ist  h  eine  ungerade 
Zahl,  so  kehrt  der  Strahl  nach  2  w  Drehungen,  bei  geradem  h 
aber  nach  n  Drehungen  in  seine  ursprüngliche  Stellung  zu- 
rück. Die  Invariante  j  für  die  durch  Gleichung  (5)  ver- 
mittelte ProjekÜNität  wird  aber  nach  51.  Gleichung  (7) 

■       1+t-tgd 
^       1—i    tgd 
oder  auch 

(6)  j  =  cos 2  6  -\-i  '  sm2  d 

Für  eine  cyklische  Projektivität  muß  aber  j  eine  der  imagi- 
nären Wurzeln    von   \  1  sein:  bekanntlich  ist  nmi 

nr-  2h7l    .      .    .     2Ä7r 

y  1  ==  cos 1-  t  sm 

wobei   die   ganze,   positive  Zahl   h  die  Werte  0,  1,  2,  ..., 
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n  —  1  annimmt.  Durch  Vergleichung  mit  dem  obigen  Aus- 
druck (6)  finden  wir,  wie  schon  direkt  bewiesen 

^  —  — 
n 

Die  Aufgabe,  die  cyklischen  Projektivitäten  im  Strahlen- 
büschel zu  bestimmen,  deren  Doppelstrahlen  die  Linien  nach 
den  imaginären  Kreispunkten  sind,  fallt  also  mit  der  anderen 
zusammen,  den  Kreis  in  eine  Anzahl  gleicher  Teile  zu  teilen 
und  diese  wird  durch  die  Wurzeln  der  binomischen  Gleichung 

^«—1  =  0 
gelöst. 

§  12.    Die  involutorische  Beziehung, 

Die  Parameterdarstellung  der  Involution. 

59.  Es  erübrigt  noch^  den  einfachsten  Fall  der  cyklischen 
Projektivität  zu  erledigen,  der  gegeben  war,  wenn  jeder  Cyklus 
bloß  aus  zwei  Elementen  bestand,    so  daß  also   bereits    das 

_^ ^^ 


Fig.  19. 


Element  Xg  oder  Xg  mit  Xi  zusammenfällt.    (Fig.  19.)   Das 
kann  man  auch  so  ausdrücken: 

Dem  einen  Element  des  Cyklus  entspricht  immer 
das  andere  Element  des  Cyklus,  man  mag  das  erste 
Element  als  zu  dem  einen  oder  andern  der  projek- 
tiven Gebilde  gehörig  auffassen.  Gleichzeitig  folgt 
aus  der  frühem  Betrachtung,  daß  dieses  „doppelte 
Entsprechen"  durchgängig  d.  h.  für  jedes  Element 
eintritt,  wenn  es  einmal  stattfindet. 

Auch  daraus  können  wir  die  Bedingung  dafür  ableiten, 
daß  die  Projektivität: 

(1)  all'+hX  +  cr+d^O 

diese  Eigenschaft  besitzt.     Einem  Element  Xq  nämlich  ent- 
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sprechen,  wenn  man  es  als  zu  dem  einen  oder  andern  Ge- 
bilde gehörig  betrachtet,  die  beiden  Elemente: 

aX^  +  h  ö^  +  c 

Sollen  diese  beiden  Elemente  identisch  sein,  so  ist 

«/(,  +  &      a/o+c 
oder 

[c-l]\aXl  +  (b-^c)X^  +  d]  =  <i 

Der  zweite  Faktor  verschwindet  für  die  Doppelelemente  der 
projektiven  Beziehung,  die  selbst\'erständlich  die  genannte 
Bedingung  erfüllen.  Soll  für  ein  anderes  Element  das  Doppelt- 
Entsprechen  eintreten,  so  muß 

(2)  c  — 6  =  0 

sein  und  die  Bedingung  ist  dann  durchweg  erföllt.  Die 
Gleichung  (1)  nimmt  infolgedessen  die  Form  an 

(3)  «//.'+ 6(>l  +  A')  +  cZ=0 

Sie  ist  dadurch  ausgezeichnet,  daß  sie  sich  in  bezug  auf 
jl  und //  symmetrisch  verhält.  Es  versteht  sich  von  selbst, 
daß  auch  die  analoge  Gleichung  in  den  Koordinaten  f  und  ^' 
unter  dieser  Voraussetzung  die  gleiche  Verändenmg  erleidet. 
Man  nennt  diese  spezielle  projektive  Beziehung  eine  invo- 
lutorische  oder  eine  „Involution'^  Die  Projektivität  zer- 
fällt in  lauter  Elementen  paare.  Jedem  Element  des  Gebildes 
entspricht  ein  und  nur  ein  zweites  Element. 

Auch  hier  treten  wieder  Doppelelemente  auf,  die  gegeben 
werden  durch  die  Gleichung: 

aX^+2lX  +  d==0 

Sie  können  wie  früher  reell  oder  imaginär  sein  oder  im  Grenz- 
falle in  eines  sich  vereinigen.  Die  Invariante  ;  nimmt  wegen  (2) 
den  Wert  —  1  an.     Dies  besagt: 

Jedes  Elementenpaar  einer  Involution  liegt  harmonisch 
zu  den  Doppelelementen. 

Vereinigen  sich  bei  einer  Involution  die  beiden  Doppel- 
elemente  in    eines,   so  fällt   von  jedem  Paar   ein  Element 

Doehlemann,  Oeometriacbe  Transformationen.  7 
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ebenfalls  in  dies  Doppelelement  hinein.  Es  entspricht  also 
jedem  Element  des  Trägers  dies  eine  Doppelelement. 

Um  z.  B.  eine  Involution  im  Strahlenbüschel  zu  erhalten, 
genügt  es,  wenn  in  der  Gleichung  (2)  von  57.  die  Koeffizienten 
die  Bedingung  erfüllen 

&  — c-  0 

Soll  diese  involutorische  Projektivität  überdies  noch  die 
nach  den  imaginären  Kreispunkten  gehenden  Geraden  zu 
Doppelstrahlen  haben,  so  muß  nach  57.  auch 

&  +  c=  0 
sein;  folglich  hat  man 

und  die  Gleichung  einer  solchen  Involution  wird 

Dann  steht  jeder  Strahl  auf  dem  ihm  entsprechenden  senk- 
recht; wir  haben  eine  sog.  Rechtwinkel-Involution  erhalten. 
Diese  gibt  gleichzeitig  den  einfachsten  Fall  einer  cyklischen 
Projektivität,  indem  n  =  2,  j  =  —  1  wird  (58.). 

Bestimmung  einer  Involution. 

60.  Die  bilineare  Gleichung  (3)  der  Involution  enthält 
drei  homogene,  also  zwei  wesentliche  Konstante.  In  einem 
Grundgebilde  erster  Stufe  gibt   es  folglich  oo^  Involutionen, 

Zur  Bestimmung  einer  involutorischen  Beziehung  genügt 
es,  wenn  zwei  Paare  von  Elementen  gegeben  sind,  deren 
Parameter  etwa  X^ ,  Xi  und  X2 ,  X^  seien.  Denn  dann  müssen 
die  Gleichungen  erfüllt  sein: 

(A^  aX,Xi-}-h{X,  +  Xi)  +  d^O 

^^  aX2X^  +  &(A2  +  X^)  -{-d  =  0 

Daraus  bestimmen  sich  die  Verhältnisse  der  a,b,c.  Direkt 
können  wir  die  Gleichung  der  Involution  in  Determinanten- 
form anschreiben,  indem  wir  aus  den  Gleichungen  (3)  und  (4) 
die  a,  h,  c,  eliminieren.     Das  Resultat  ist: 

XX'      X  +X'    1 
'     X^  X[    X^^X{   1=0 

A2  A2       X2  -\-  Xi     1 
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Für  die  a,  b,  c  finden  wir  daraus  die  Werte: 

«  =  (Ai+AO  — (A2  +  Ä.2) 

c=h  K  {h  +  /2 )  —  ^2  11  (Al  +  K) 

Es  hat  sich  also  ergeben: 

Eine  Involution  ist  durch  zwei  Paare  von  Ele- 
menten bestimmt. 
Drei  Elementenpaare  müssen  einer  Bedingung  genügen, 
wenn  sie  einer  Involution  angehören  sollen.     Wir  behandeln 
diese  Frage  in  der  Form  der  folgenden 

Aufgabe:    Gegeben  sind  drei  Elementenpaare 

(f'i  ii^i  +  2  «1  iCi  x-i  +  «2  a;2  =  0 
(ö)  1)0x1  +  2  hl  Xi X2.  +  &2  4  =  0 

Cqx\-\-2  Ci  Xi  X2-T  C2xl=0 

Welche  Bedingung  wird  erfüllt  sein  müssen,  wenn  diese  einer 
Involution  angehören  sollen? 

Es  muß    dann    ein  reelles  oder  imaginäres  Elementen- 
paar, die  Doppelelemente  der  Involution,  existieren 

(6)  do  x\  +  2  dl  Xi  X2  +  f?2  xl  =  Ö 

das  zu  jedem  der  drei  gegebenen  Elementenpaare  harmonisch 
liegt.  Also  müssen  nach  12.  Formel  (8)  die  Gleichungen 
bestehen : 

«0  ^2  —  2  a^  <^  +  «2  ^0  =  0 

&o  <i  —  2  &i  rfi  +  &2  f?o  =  0 

Co  ^2  —  2  q  <?!  +  Co  d^  =  0 


Daraus  folgt: 

«0 

«1 

«2 

(7) 

h 

h 

h. 

Co 

Cl 

c. 

=  0 
als  die  gesuchte,  notwendige  und  hinreichende  Bedingimg. 

Die  Büscheldarstellung  der  Involution. 
61.    Sind  die  Doppelelemente  einer  Involution 
nijc  =  0     und     n^:  =0 
und  ist  ein  Element  der  Involution  gegeben  durch 
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SO  muß  das  entsprechende  Element  im  Verein  mit  dem 
ersten  die  Doppelelemente  harmonisch  trennen  (59.),  also  die 
Gleichung  haben 

Die  beiden  Elemente  zusammen  werden  dami  repräsentiert 
durch  die  quadi'atische  Gleichung: 

Für  jeden  Wert  von  X  liefert  diese  Gleichung  ein  Elementen- 
paar der  Involution. 

Daran  knüpft  sich  eine  zweite  Darstellung  der  Involution. 
Sind  nämlich  ganz  allgemein  zwei  Paare  von  Elementen  eines 
Grundgebildes  erster  Stufe  gegeben: 

,c.x  a^  =  «0  ^1  +  2  «1  Xi  x-i  +  «2  icl  =  0 

&!  =  &o  a;f  +  2  &i  a^i  ajg  +  &2  ^2  =  0 

und  bilden  wir  die  lineare  Zusammensetzung 

(9)      «^  +  A  &^  -=  («0  +  >l  &o)  ^'i  +  2  («1  +  >l  öl)  Xx  Xi 


+  (a2+A&2)^2  =  0 

wobei  k  irgend  ein  Zahlenfaktor,  so  stellt  diese  Gleichung 
fiir  jeden  Wert  von  k  ein  Elementenpaar  dar.  Die  Werte 
A  ^  0  und  X  =  oo  liefern  die  zwei  gegebenen  Paare  (8).  Ent- 
sprechend den  oo^  Werten  von  X  erhalten  wir  demnach  od^ 
Elementenpaare  und  es  soll  jetzt  gezeigt  werden,  daß  diese 
eine  Involution  bilden.  Dies  ist  bewiesen,  wenn  alle  diese 
Elementenpaare  ein  luid  dasselbe  reelle  oder  imaginäre  Ele- 
mentenpaar, die  Doppelelemente,  harmonisch  trennen.  Nehmen 
"wir  an,  die  Gleichmig  dieses  zu  suchenden  Elementenpaares 
wäre: 

dQx\-\-2diXiX2 -^  äzd^i  —  d 

so  muß  dasselbe  auch  zu  den  Paaren  (8)  je  harmonisch 
liegen.     Wir  haben  also  nach  12. 

£?0  0^2  —  2  di  «1  4-  6^2  0^0  =  0 

dohi  —  2 dl  hl  -i-  d2bo  =  0 
Daraus  berechnen  wir  die  Werte: 
do:dx:d2  =  2  {a^  ho  —  üq  \) :  («g  h  —  %  &,) :  2  {a^  \  —  «^  h^) 
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Das  dadurch  bestimmte  Elemeutenpaar: 

(10)  («1  &o  —  «0  h)  -^1  +  {(hh  —  «0  ^2)  ^1  ^2 

+  (ö2&i  —  ai&2)«2  =  0 

liegt  dann  aber  auch  harmonisch  zu  jedem  durch  (9)  dar- 
gestellten Elementenpaar.    Denn  es  ist  für  jeden  Wert  von  X 

(«2  +  Ay  fZo  —  2  («1  +  '/.\)d^  +  («0  +  Xh)d,  = 
=  («2 f?o  —  2  «1  f?i  +  «0^2)  +  '^{&2<^o  — 2&i^  +  &ofy  =  0 

Polglich  stellt  die  Gleichung  (9)  in  der  Tat  eine  Involution 
dar,  deren  (reelle  oder  imaginäre)  Doppelelemente  durch  die 
Gleichung  (10)  gegeben  sind. 

Die  gegebenen  Paare  (8),  aus  denen  wir  die  Involution 
zusammensetzen,  spielen  in  der  Involution  keine  besondere 
Rolle.     Irgend  zwei  andere  Paare: 

^  =  a^  +  X,¥  =  0 

können  an  ihre  Stelle  treten  und  ein  beliebiges  Elementen- 
paar der  Involution  läßt  sich  auch  als  lineare  Kombination 
von  Pjc  und  2^  darstellen,  so  daß 

2   ,    , 72  2   ,        2 

Der  Beweis  dafür  ist  bereits  in  10.  erbracht.  Denn  die 
dort  durchgeführte  Betrachtimg  war  ja  ganz  unabhängig  von 
der  speziellen  Xatur  der  Ausdrücke  Uj;. 

Die  Bedingung  (7)  ferner  sagt,  wie  eine  leichte  Be- 
trachtung zeigt,  auch  nichts  anderes  aus,  als  daß  zwischen 
den  Ausdrücken  a^,  &^,  c^  ein  linearer  Zusammenhang  besteht. 

Schreibt  man  die  Ausdrücke  al,  &1 . . .  u.  s.  f.  in  ternären 
Koordinaten,  so  stellt  die  Gleichung  (9)  ein  Büschel  von 
Kegelschnitten  vor.  Im  Anschluß  daran  mag  auch  im 
binären  Gebiet  diese  Gleichung  als  die  ,.Büscheldarstellung" 
einer  Involution  bezeichnet  werden. 

62.  Jedes  der  Doppelelemente  einer  Involution  ist 
als  ein  Paar  von  Elementen  aufzufassen,  die  sich  vereinigt 
haben.  In  der  Tat  bilden  ja  die  Doppelelemente  die  Über- 
gangsform zwischen  den  reellen  und  imaginären  Elementen- 
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paaren  der  Involution.  Die  elliptische  Involution^  welche  ima- 
ginäre Doppelelemente  besitzt,  hat  infolge  dessen  auch  nur 
reelle  Elementenpaare. 

Die  Gleichung  (9)  muß  daher  auch  die  Doppel  demente 
selbst  liefern  und  zwar  für  die  Werte  des  Parameters  1, 
zu  denen  ein  Elementenpaar  gehört,  dessen  Elemente  sich 
in  eines  vereinigen.     Nun  ist  aber  aus  (9) 

^  _  -  («t  + 1  h)  +  •/(%  +  ^^  h)'  —  (^0  +  ^  ^o)  {^2  +  ^  ^2) 

Genügt  mithin  X  der  Gleichung: 

(11)  {a,  +  A  l,Y  -  («0  +  A  ho)  {a,  +  ;.  h)  =  0 

so  vereinigt  sich  das  Elementenpaar  in   das  eine  Element 


«0  +  ^^  h 

Daraus  berechnet  sich  un: 

igekehrt: 

(13)                               A  = 

0      1  "i        1      ^ 
\  X^  +  \  X.2 

Führen  wir  diesen  Wert  in  (11)  ein,  so  erhalten  wir  die 
Gleichung  der  Doppelelemente.  Die  Gleichung  (11)  schreiben 
wir  vorher  in  der  Form 

(14)  AA2— Z),„.A  +  -D«  =  0 

wo  Da,  JDb,  Dah  die  in  12.  und  13.  definierten  Größen. 

Sie  geht  nach  Ausführung  der  Substitution  (13)  über  in 

Dfc  («0  ^1  +  %  ^2)"  +  I^ab  («0  ^1  +  %  ^2)  (^0  ^1  +  ^1  ^2) 

Rechnet  man  die  Koeffizienten  aus,  so  ergibt  sich  nach  Unter- 
drückung des  gemeinsamen  Faktors 

«1^0— «0^ 

die  Gleichung  (10)  der  Doppelelemente. 

Endlich  können  wir  aus  der  Gleichung  (14)  noch  folgern: 
Sind 

Da  =  0     und     Dö  =  0 
stellen  also  die  Gleichungen  (8)  je  ein  einziges  Element  dar, 
so   smd  dies   natürlich  gleichzeitig   die  Doppelelemente  der 
Involution  (9). 
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Hat  maa 

SO  trennen  sich  die  beiden  reellen  Elementenpaare  (8)  har- 
monisch (13.).     Es  wird: 

1       A 

die  Doppelelemente  der  Involution  (9)  sind  imaginär.  An- 
dererseits zeigt  man  leicht,  daß  man  bei  der  Darstellung 
einer  elliptischen  Involution,  unbeschadet  der  Allgemeinheit, 
von  zwei  harmonisch  getrennten  Elementenpaaren  (8)  aus- 
gehen kann. 

Verallgemeinerung  für  einen  beliebigen,  rationalen 

Träger. 

63.  Die  bisherigen  Betrachtungen  über  die  projektive 
und  involutorische  Beziehung  galten  für  die  drei  Gnmd- 
gebilde  erster  Stufe.  Die  Grundlagen  derselben  bildeten  die 
beiden  folgenden  Sätze: 

Fürs  erste  ließen  sich  die  Elemente  eines  Grundgebildes 
erster  Stufe  eindeutig  den  Werten  eines  Parameters  zuordnen, 
so  daß  jedem  Element  ein  Wert  des  Parameters  und  um- 
gekehrt jedem  Wert  des  Parameters  ein  einziges  Element 
entsprach. 

Zweitens  konnten  wir  das  Doppelverhältnis  von  %'ier 
Elementen  eines  Grundgebüdes  erster  Stufe  darstellen  bloß 
durch  die  den  Elementen  entsprechenden  Parameter  imd  der 
sich  ergebende  Ausdruck  erwies  sich  als  invaiiant  gegenüber 
linearen  Transformationen  dieser  Parameter. 

Die  zuerst  erwähnte  Eigenschaft  kommt  aber  nicht  bloß 
den  Grundgebilden  erster  Stufe  zu,  sondern  noch  imzähligen 
anderen  Gebilden  der  Geometrie.  Man  nennt  jedes  Gebilde, 
dessen  Elemente  sich  in  der  angegebenen  Weise  zu  einem 
Parameter  in  eine  wechselseitig  eindeutige  Beziehung  bringen 
lassen,  ein  „einförmiges"  oder  „unicursales".  Dies  kann  man 
auch  wie  folgt  ausdrücken:  Die  Elemente  eines  unicur- 
salen  Gebildes  müssen  den  Elementen  eines  Grund- 
gebildes erster  Stufe  in  wechselseitig  eindeutiger 
Weise  zugeordnet  werden  können  durch  eine  bili- 


104     IV.    Die  projektive  Beziehung  auf  dem  gleichen  Träger. 


neare  Gleichung,  die  also  vom  ersten  Grade  ist  in 
bezug  auf  die  beiden  Parameter,  welche  die  Ele- 
mente der  beiden  Gebilde  bezw.  bestimmen. 

Ist  das  einförmige  Gebilde  eine  Kurve  oder  Fläche,  so 
heißt  es  auch  „rational".  So  z.  B.  ist  das  allgemeinste,  ein- 
förmige Punktgebilde  im  Räume  eine  rationale  Kaumkurve. 
Besitzt  eine  Raumkurve  n^^^  Ordnung  i2"  eine  (n — 1)- 
fache  Sekante  g,  welche  also  mit  der  J2"  *^  — ■  1  Punkte  ge- 
mein hat,  so  schneidet  jede  Ebene  des  Ebenenbüschels  g 
noch  einen  Pmikt  aus  der  i?"  aus.  Eine  solche  i?**  ist 
demnach  rational. 

Ebenso  ist  ein  Kegelschnitt  eine  rationale  Kurve.  Denn 
wählt  man  in  seiner  Ebene  einen  Strahlenbüschel,  dessen 
Mittelpunkt  auf  dem  Kegelschnitt  liegen  möge,  so  werden 
die  Punkte  des  Kegelschnittes  den  Strahlen  dieses  Büschels 
in  der  oben  definierten  Weise  eindeutig  zugeordnet. 

Einförmige  Gebilde  sind  ferner  die  Büschel  von  Kurven 
oder  Flächen,  die  Elementen  paare  einer  Involution  u.  s.  f. 

Wir  sind  nun  im  stände,  den  Begriff  der  projektiven 
Verwandtschaft  auf  rationale  Kurven  überhaupt  zu  über- 
tragen. Für  das  Doppelverhältnis  von  vier  Punkten  einer 
solchen  Kurve  haben    wir   allerdings  nur  eine  rein  formale 

Definition.  Ob  sich  dafür 
eine  geometrische  Deutung 
gewinnen  läßt,  bleibt  bei  je- 
dem Gebilde  einer  besonderen 
Untersuchung  vorbehalten. 
Beispielsweise  hat  man  imter 
dem  Doppel  Verhältnis  von 
vier  Punkten  eines  Kegel- 
schnittes das  Doppel  Verhältnis 
der  vier  Strahlen  zu  verstehen, 
durch  welche  die  vier  gegebe- 
nen Punkte  aus  jedem  Punkte 
des  Kegelsclmittes  projiziert 
werden. 

64.    Denken  wir  uns,   daß 
die  Parameter  X  und  X'  zur 
Festlegung   der    einzelnen  Punkte    eines   gegebenen  Kegel- 
schnittes k    verwendet  werden,    so  wird  die  Gleichung  (3) 
von   59.    eine    involutorische  Beziehung    des  Kegelschnittes 


MM 
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in  sich  zum  Ausdruck  bringen.  AVenn  dann  nach  60.  zwei 
Paare  von  Elementen  eine  Involution  gerade  bestimmten,  so 
dürfen  wir  zur  Bestimmung  der  Involution  auf  dem  Kegel- 
schnitt k  zwei  Pimktpaai-e  A,Ay^,  B,B^  beliebig  annehmen 
(Fig.  20).  Bringen  wir  die  Verbindungslinie  AA^  mit  der 
Verbindungslinie  BB^  in  P  zum  Schnitt,  so  schneidet  der 
Strahlenbüschel  mit  P  als  Mittelpunkt  aus  dem  Kegelschnitt 
eine  Involution  aus,  in  dem  jeder  Strahl  durch  P  ein  Punkt- 
paar dieser  Involution  liefert.  Diese  Involution  muß  aber 
mit  der  durch  die  Punktpaare  A,  A^ ,  B,  B^  bestimmten  zu- 
sammenfallen, da  dm-ch  zwei  Punktpaare  bloß  eine  Involution 
bestimmt  ist.     Es  folgt  demnach: 

Jede  Involution  auf  einen  Kegelschnitt  wird  er- 
zeugt durch  einen  Strahlenbüsehel. 

Liegt  der  ^littelpunkt  P  dieses  Strahlenbüschels  außer- 
halb des  Kegelschnittes,  so  hat  die  Involution  zwei  Doppel- 
punkte -3/,  JV,  nämlich  die  Berührungspunkte  der  von  Paus 
an  den  Kegelschnitt  gehenden  Tangenten.  Die  Involution 
heißt  in  diesem  Falle  hyperbolisch.  Liegt  P  innerhalb 
des  Kegelschnittes,  so  sind  die  Doppelpunkte  imaginär,  die 
Involution  ist  eine  elliptische.  Fällt  P  auf  den  Kegel- 
schnitt, so  tritt  der  Übergangsfall  der  parabolischen  In- 
volution ein. 

Im  Vergleich  zur  Darstellung  auf  der  Geraden  liefert 
diese  Repräsentation  der  Involution  nicht  nur  ein  weit  an- 
schaulicheres Bild,  sondern  sie  ist  auch  für  die  Lösung  von 
Aufgaben  bequemer  und  fruchtbarer,  wie  folgendes  Beispiel 
zeigen  mag. 

Gegeben  sind  zwei  Involutionen  AA^,  BB^,  und  AA^, 
B  Bi  auf  dem  gleichen  Träger.  ]Man  konstruiere  ein  ümen 
gemeinsames  Punktpaar. 

Übertragen  wir  auch  die  zweite  Involution  auf  den 
Kegelschnitt,  so  erhalten  wir  (Fig.  20)  ein  Centrum  P.  Die 
Linie  PP  schneidet  dann  aus  dem  Kegelschnitt  das  beiden 
Involutionen  gemeinsame  Punktpaar  XX^  aus. 


III.  Abschnitt- 
Transformationen  in  der  Ebene. 


V.  Kapitel. 

Die  projektiven  Transformationen  auf  verscliiedenen 

Trägern. 

§  13.    Die  kollineare  und  reziprolfe  Beziehung 
der  Orundgebilde  zweiter  Stufe. 

Kollineare  Ebenen. 

65.  Wenn  fiir  die  Untersuchung  der  Venvandtschaften 
rationaler,  einstufiger  Mannigfaltigkeiten  die  projektive  Be- 
ziehung den  naturgemäßen  Ausgangspunkt  bildete,  so  werden 
wir  —  nunmehr  zu  den  Transformationen  im  ternären  Ge- 
biet übergehend  —  zunächst  nach  einer  der  Projektivität 
entsprechenden  Beziehung  der  Grundgebilde  zweiter  Stufe 
fragen. 

Betrachten  wir  zwei  Ebenen  e  und  s',  in  denen  bezw. 
die  Fundamentalsysteme  Äi,  Ä2,  A^,  E  und  Ä(,  A{,  A^,  E' 
angenommen  seien.  Greifen  wir  irgend  einen  Punkt  P  von  e 
heraus,  dem  die  Verhältniskoordinaten  Xi  zugehören,  so  können 
wir  die  Koordinaten  xl  emes  Punktes  P'  der  Ebene  e'  eben 
diesen  drei  Zahlenwerten  proportional  setzen,  wodurch  ein 
und  nur  ein  Punkt  P'  in  dem  zweiten  Punktfeld  bestimmt 
ist.  Auch  umgekehrt  finden  wir  auf  diese  Weise  zu  jedem 
Punkte  von  e'  einen  einzigen  in  der  ersten  Ebene,  so  daß 
also  dadurch  eine  umkehrbar  eindeutige  Zuordnung  der 
Punkte  der  beiden  Ebenen  hergestellt  ist: 

Es  entsprechen  sich  diejenigen  Punkte  der  beiden 
Ebenen,  die  in  jedem  der  beiden  Koordinaten- 
systeme zu  den  gleichen  Verhältniszahlen  gehören. 
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Zwischen    den   Koordinaten   Xt  und   x,'   entsprechender 
Punkte  P  und  P'  bestehen  demnach  die  Beziehungen: 

(1)  Xi  '.  x-i  '.  Xi  =  Xi  :  Xi  '•  x^ 
oder  auch: 

(2)  QX[  =  Xi  QX-i  =  Xi  Qxl  =  x^ 

Die  vier  Punkte  A^,  Ao,  A^,  E  entsprechen  zufolge  dieser 
Zuordnung  der  Reihe  nach  den  Punkten  A(,  A{,  As,  JE\ 
Es  sind  ja  z.  B.  die  Koordinaten  von  A^   und  A{  bezw.: 


S'O'O)    ™^   g'«'0) 


AYenn  aber  ganz  allgemein  zwei  Ebenen  Punkt  für 
Pmikt  eindeutig  aufeinander  bezogen  sind,  so  kann  eine 
solche  Punkttransformation  noch  von  der  verschiedensten 
Art  sein.  Zur  vollständigen  Charakterisierung  derselben 
fiihrt  erst  folgende  weitere  Überlegiuig.  Läßt  man  einen 
Punkt  P  in  der  einen  Ebene  eine  Gerade  durchlaufen,  so 
ei-fiillen  die  entsprechenden  Punkte  P'  in  der  anderen  Ebene 
eine  gewisse  Kurve.  Die  soeben  abgeleitete  Punkttrans- 
formation gehört  nun  insofern  zu  den  einfachsten,  als  bei 
ihr  einer  geradlinigen  Bahn  eines  Punktes  in  der  Ebene  e 
wieder  eine  solche  Bahn  in  der  Ebene  e'  entspricht.  In  der 
Tat  wird  irgend  eine  Gerade  der  ersten  Ebene  dargestellt 
durch: 

(3)  ^^x^  +  ^.,x,  -\-  1^x^  =  0 

wobei  wir  uns  unter  den  |,  konstante  Zahlenwerte  denken. 
Führt  man  aber  aus  (2)  die  Koordinaten  der  entsprechenden 
Punkte  von  e'  ein,  besteht  z^^'ischen  ihnen  die  Gleichimg: 

Dies  ist  aber  wiederum  die  Gleichung  einer  Geraden  der 
Ebene  e'.     Schreiben  wir  dieselbe  in  der  Form: 

(4)  liX+^/a^/+l/^/=0 

so  besteht  zwischen  den  Koordinaten  |,  und  f/  entsprechen- 
der Geraden  folgender  Zusammenhang: 

(5)  ll':^/:^V=^^:l2:l3 
oder  auch: 

(ß)  Q^{==h  Q^2=^^  Q^^  =  h 
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Demnach  sind  auch  solche  Gerade  in  den  beiden  Ebenen 
einander  zugewiesen,  deren  Koordinaten  den  gleichen  Ver- 
hältniszahlen entsprechen.  Man  erhält  also  die  gleiche 
Transformation,  wenn  man  statt  der  Punkte  die  Geraden 
der  beiden  Ebenen  nach  dem  erwähnten  Prinzip  einander  zu- 
ordnet. 

Die  Gleichung  (3)  ist  nichts  anderes  als  die  Bedingung 
dafiir,  daß  ein  Punkt  Xi  auf  einer  Geraden  |;  gelegen  ist; 
aus  ihr  folgt  (4),  d.h.: 

^Yenn  in  der  Transformation  (2)  ein  Punkt  auf 
einer  Geraden  liegt,  so  liegt  der  entsprechende 
Punkt  auch  auf  der  entsprechenden  Geraden. 

In  betreff  der  unendlich  fernen  Punkte  einer  Ebene 
haben  wir  den  Ausdruck  gebraucht,  daß  sie  auf  der  „un- 
endlich fernen"  Geraden  der  Ebene  liegen.  Die  Gleichung 
derselben  für  die  Ebene  e  wird  (22.): 

ae-iX\-\-'bei.x-i  +  c  %  acs  =  0 

Ihr  entspricht  in  e': 

a  ei  x{  -{- h  ei  x-i  -\-  c  e^  x^  =  0 

und  dies  ist  im  allgemeinen  Falle  eine  im  Endlichen  ge- 
legene Gerade.  Ebenso  entspricht  der  unendlich  fernen 
Geraden : 

a'e{x{-\-  h'e-iXi  +  c'esX»  =  0 

von  s'  die  endliche  Gerade: 

a'e[Xi_  +  Ve-i  Xz  +  c'esX^  =-  0 

Die  beiden  Ebenen  heißen  kollinear  verwandt  oder  kurz 
„kollinear",  die  Beziehung  selbst  nennt  man  eine  „Kol- 
li neation".  Diese  Bezeichnungen  hat  Möbius  in  seinem 
grundlegenden  Werke  „Der  barycentrische  Calcul",  Leipzig 
1827,  zuerst  angewendet;  sie  beziehen  sich  auf  die  charak- 
teristische Eigenschaft  einer  solchen  Transformation,  daß 
Punkten,  die  durch  eine  gerade  Linie  verbunden  werden 
(=  collineantur)  wieder  die  Punkte  einer  Geraden  ent- 
sprechen. Chasles  hat  später  die  Ausdrücke  „homo- 
graphisch" und  „Homographie"  benutzt. 

66.  Der  Zusammenhang  dieser  kollinearen  Beziehung 
mit   der  Projektivität    der  Grundgebilde    erster  Stufe    wird 


§  13.   Die  kollineare  und  reziproke  Beziehung  u.  s.  i.        109 

nun  ohne  weiteres  dadurch  vermittelt,  daß  entsprechende 
Gerade  der  Kolliaeation  projektive  Punktreihen  und  ent- 
sprechende Punkte  projektive  Strahlenbüschel  tragen.  Für 
die  drei  Fundamentalpunkte  einer  jeden  Ebene  folgt  die 
letztere  Eigenschaft  unmittelbar  aus  unseren  Voraussetzungen. 
Denn  es  ist  z.  B.  fnr  irgend  zwei  entsprechende  Punkte  P 
und  r-. 

{Ä,A,E,P,)  =  ^  ^  ^^  =  {AU^E[F() 

oder: 

A,{Az^A,EF)  =  A{{A~^A{E'P') 

Es  werden  mithin  entsprechende  Punkte  P  und  P'  aus  Ai 
und  A{  oder  auch  aus  A>  imd  Ai  u.  s.  f.  durch  ent- 
sprechende Sti-ahlen  projiziert,  und  der  Strahlenbüschel  A^ 
ist  projektiv  dem  Strahlenbüschel  A{ . 

Sind  aber  dann  g  und  g'  einander  entsprechende  Gerade, 
femer  X,  Y,  Z,  T  vier  Punkte  auf  g  und  X',  T,  Z\  T 
ihre  entsprechenden  auf  g',  so  ist: 

{XYZT)  =-  A^{XYZT)  =  A({X'TZ'T)  =  {X'Y'Z'T) 

Die  Punktreihen  auf  irgend  zwei  entsprechenden  Geraden 
sind   also   projektiv.      Dies    gilt    auch   für    die    Seiten    der 
Fundamentaldreiecke,  z.  B.  für  die  Verbindungslinien  ^4^  A^ 
und   A{A{.      Daraus   folgt    weiter,    daß    irgend    zwei   ent- 
sprechende   Punkte    P   und   P'   projektive    Strahlenbüschel 
tragen.     Denn  diese  Büschel  projizieren  z.  B.  die  auf  A^  A^ 
imd  AIA{  gelegenen  projektiven  Punktreihen.    Die  kollineare 
Beziehung    der    beiden   ebenen    Systeme,    also    der   beiden 
Grundgebilde    zweiter   Stufe,    besteht   demnach   darin,   daß 
alle  Elemente,  nämlich  Punkte  und  Geraden,  in  den  beiden 
Ebenen  einander  eindeutig  entsprechen  und  daß  femer  alle 
diese  entsprechenden  Elemente  projektive  Grundgebilde  tragen. 
67.  Die  Tatsache,  daß  durch  die  Wahl  des  Koordinaten- 
systems in  jeder  Ebene  die  KoUineation  vollständig  gegeben 
ist,  können  wir  auch  in  folgender  Form  zum  Ausdruck  bringen: 
Die  kollineare  Beziehung  zweier  ebenen  Systeme 
ist  bestimmt,  wenn  man  zu  vier  Punkten  oder 
Geraden  der  einen  Ebene  die  entsprechenden  vier 
Punkte  oder  Geraden  der  anderen  Ebene  sich  be- 
liebig gibt. 
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Dabei  wird  natürlich  vorausgesetzt,  daß  von  den  vier 
Punkten  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen  und  von  den 
vier  Geraden  keine  drei  durch  einen  Punkt  gehen.  Denn 
dann  kann  man  immer  ein  allgemeines  projektives  Ko- 
ordinatensystem in  die  gegebenen  Elemente  legen  und  in 
die  entsprechenden  Elemente  der  anderen  Ebene  das  zweite 
Koordinatensystem. 

Beachten  wir  auch  die  Möglichkeit,  daß  in  einer 
Ebene  ungleichartige  Elemente,  also  Punkte  und  Gerade, 
gegeben  vorliegen,  so  erhalten  wir  folgende  Fälle.  Gegeben 
sind  in  jeder  der  beiden  Ebenen: 

a)  drei  Punkte  und  eine  Gerade; 

b)  drei  Gerade  und  ein  Punkt; 

c)  zwei  Punkte  und  zwei  Gerade. 

Die  Fälle  a  und  b  erledigen  sich  ohne  weitere  Schwierig- 
keit. Denn  wenn  z.  B.  drei  Punkte  Ä,  B,  C  und  ihre  ent- 
sprechenden Ä',  B%  C  bekannt  sind  und  dazu  noch  die 
entsprechenden  Geraden  a  und  a',  so  bestimmen  die  beiden 
Dreiecke  AB  C  und  A'B'  C  ja  auch  drei  Paare  ent- 
sprechender Geraden,  nämlich  die  Verbindungslinien  AB 
und  A'B'  u.  s.  f.,  so  daß  man  wieder  vier  Paare  ent- 
sprechender Geraden  hat.  Im  letzten  Falle  dagegen  wird 
durch  die  gegebenen  Elemente  keine  Kollineation  festgelegt. 
Denn  sind  A,  B,  a,  1)  die  zwei  Punkte  und  die  zwei 
Geraden,  denen  in  der  zweiten  Ebene  die  Elemente  A^,  B', 
a',  h'  entsprechen  sollen,  so  schneidet  die  Verbindungslinie 
AB  die  Geraden  a  und  &  in  den  Punkten  X  und  Y,  denen 
jedenfalls  die  analogen  Schnittpunkte  X.'  und  Y'  in  der 
anderen  Ebene  entsprechen  müssen.  Es  muß  also  die  Be- 
ziehung gelten: 

{ABXY)=^{A'B'X'Y') 

Bei  ganz  willkürlicher  Annahme  der  genannten  Elemente 
wird  diese  Gleichheit  der  beiden  Doppelverhältnisse  nicht 
statthaben,  so  daß  keine  Kollineation  existiert,  welche  die 
gegebenen  Elemente  als  entsprechende  enthält. 

Ist  aber  die  obige  Gleichmig  erfüllt,  so  hat  man  dann 
erst  drei  Gerade  und  ihre  entsprechenden,  nämlich  a,  h, 
AB  und  a',  h',  A' B' ;  dazu  ist  die  projektive  Beziehung 
von  AB  und  A'B'  vollständig  gegeben.  Die  Kollineation 
aber  ist  noch  nicht  hinreichend  bestimmt;  man  darf  vielmehr 
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zu  einer  vierten  Geraden  d  die  entsprechende  d'  beliebig 
annehmen,  nur  müssen  d  imd  d'  durch  entsprechende  Pimkte 
der  projektiven  Beziehung  auf  AB  imd  AB    gehen. 


Die  allgemeine,  lineare   Substitution. 

68.  Die  ganze  Betrachtung  drängt  ims  nun  aber  zur 
Beantwortung  der  Frage,  ob  die  dm-ch  die  Gleichimgen  (1) 
oder  (2)  gegebene  Kollineation  auch  die  allgemeinste  ein- 
deutige Ponkttransformation  vorstellt,  welche  bei  gerad- 
liniger Bahn  eines  Punktes  in  der  einen  Ebene  den  ent- 
sprechenden Pimkt  in  der  anderen  Ebene  wieder  eine  Gerade 
durchlaufen  läßt.     Ganz  allgemein  wird  die  Transformation: 

QäCl=(pi{Xi,X2,Xi),      QXi  =  (f2{Xi,X2,Xi),      QXi  =  (ps{Xi,XijXi) 

eine  beliebige  Gerade  der  Ebene  e' 

überführen  in  die  Kurve 

ii(F'i  +  ?2  9^2  -r  139^3  =  0 

der  Ebene  e' .  Hierbei  sind  die  9?,  Funktionen  der  Ya- 
riabeln  a;, .  Soll  aber  diese  Kurve  für  beliebige  Werte 
der  Konstanten  ^-  in  eine  Gerade  übergehen,  so  müssen 
die  9:,  offenbar  lineare  Funktionen  der  .r,  sein,  wobei 
ein  allenfalls  auftretender  gemeinsamer  Faktor  unter- 
drückt wurde.  Die  allgemeinste  Transformation,  welche  Ge- 
raden wieder  Gerade  entsprechen  läßt,  wird  demnach: 

Qx{  =  aiia;i  +  ai2^2  +  «is^ 

(T)  QXi  =  0210:1  +  OizXi  +  02^X3 

QXi  =  flfju^i  -|-  (132X2  -\-  dizX^ 

Hierbei  bedeuten  die  Xi  die  Koordinaten  eines  Punktes  P 
in  der  einen  Ebene,  die  x,'  die  Koordinaten  des  entsprechen- 
den Punktes  P'  in  der  anderen  Ebene,  die  a.t  sind  ganz 
beliebige  Zahlen.  Zufolge  dieser  Gleichungen  entspricht 
ersichtlich  jedem  Punkte  P  ein  und  nur  ein  Punkt  P'; 
um  A  ufschluß  darüber  zu  gewinnen,  ob  auch  jedem  Pimkte  P' 
ein  Punkt  P  zugewiesen  wird,  lösen  wir  die  Gleichungen  (7) 
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nach   den  Xi  auf.     Zu    diesem  Zwecke    führen  wir   ein  die 
Determinante : 


A  = 


(.'91  6190  tt9'- 

CvQ-1  6*09  ''qe 


und  bezeichnen  ferner  die  ünterdeterminante  des  Elementes 
aa  in  A  mit  a^ .  Bei  beliebiger  Wahl  der  a^-  wird  A  von 
Null  verschieden  sein.  Wir  wollen  dies  im  übrigen  aus- 
drücklich zunächst  voraussetzen.  Auf  den  Fall,  wo  A  ver- 
schwindet und  infolge  dessen  die  x[,  x'i,  x^  nicht  von 
einander  unabhängig  sind,  kommen  wir  später  zurück.  Aus 
den  Gleichungen  (7)  leiten  wii"  dann  das  neue  System  von 
Gleichungen  ab. 


^1  =  an^i  +  0.21X2  +  a^iX^ 


(8)  ~  '  x,  =  ai9,x[-{- a22X2-\- a^iX^ 
Q 

-  •  ^3  =  «IS^l  +  «23^/+  033^3' 

Q 

Unter  Benutzung  dieser  Gleichungen  ergibt  sich  also 
auch  zu  jedem  Punkte  P'  ein  einziger  Punkt  P.  —  Die 
Gleichungen,  welche  zwischen  den  Koordinaten  ^,  und  ^/ 
entsprechender  Geraden  bestehen,  können  wir  jetzt  ohne 
weiteres  anschreiben.     Denn  die  Gerade 

^(x[-\-Hxi+Hocl=0 

geht  unter  Benutzung  der  Gleichungen   (7)  direkt  über  in 
folgende : 

(au^l'+  «21I2  +  «31  ^3')^!  +  K2K  +  «22^2'+  «3213')  ^2  + 

+  (ö^l3  ll'  +  «23  f  2'  +  «33  H)  ^3  =  0 

SO  daß  die  Koordinaten  |,-  dieser  Geraden  die  Werte  haben: 

Qh  =  «iili'+  azi^i  +  a&iH 

(9)  Qh^  «12 1/  +  «22  I2'  +  «32  Is' 

Qh  =  «isl^i'  +  «23 12'  +  «3313' 
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und   die    entsprechende    Betrachtung   für    eine   Gerade    der 
Ebene  e  liefert  die  Gruppe  von  Gleichungen: 

9^1  =  «Ji^i  +  «121^2  +  ais^s 

(10)  Q  ^2  ==^  «21  1^1  +  «22  ^2  +  «23  h 

qH=  «31  |i  +  0321^2  +  «33^3 

Die  durch  die  Gleichungen  (7)  gegebene  Beziehung 
zwischen  zwei  Systemen  von  Koordinaten  bezeichnet  man 
als  eine  lineare,  homogene  Substitution;  A  heißt 
die  Substitutions-Determinante.  Denkt  man  an  die 
geometrische  Deutung  der  Gleichungen  (7),  so  sagt  man, 
daß  sie  eine  lineare  Transformation  darstellen.  Die 
Gleichungen  (9)  unterscheiden  sich  von  den  Gleichungen  (7) 
nur  dadurch,  daß  die  Koeffizienten  «a-  statt  nach  Horizontal- 
reihen nach  Vertikalreihen  in  der  Determinante  A  angeordnet 
sind.  Man  nennt  diese  Substitution  die  „transponierte"; 
in  der  gleichen  Weise  geben  die  Gleichungen  (10)  die  trans- 
ponierte Substitution  zu  den  Gleichungen  (8). 

69.  In  den  Gleichungen  (2)  von  65.  erkennt  man  einen  ganz 
speziellen  Fall  der  allgemeinen  Knearen  Substitution  (7), 
und  ^\vc  werden  jetzt  zu  untersuchen  haben,  ob  die  dui'ch 
die  Gleichungen  (7)  gegebene  Vei'wandtschaft  nicht  etwa 
allgemeinerer  Natur  ist  als  die  durch  die  Gleichungen  (1) 
oder  (2)  bestimmte  Kollineation. 

Denken  wir  uns  zu  diesem  Zwecke  zwei  Ebenen,  die 
durch  eine  lineare  Transformation,  wie  sie  die  Gleichungen  (7) 
geben,  auf  einander  abgebildet  sind.  Dann  muß  sich  diese 
Verwandtschaft  doch  auch  dann  noch  durch  lineare  Glei- 
chungen von  der  Form  (7)  darstellen  lassen,  wenn  man  das 
Koordinatensystem  in  jeder  der  beiden  Ebenen  in  bestimmter, 
sofort  näher  zu  bezeichnender  Weise  annimmt.  Wir  wollen 
uus  nämlich  zwei  entsprechende  Punkte  in  den  beiden 
Ebenen  herausgegriffen  denken  und  in  den  einen  die  Ecke  A^ , 
in  den  anderen  die  Ecke  A(  verlegen.  Es  entspricht  also 
nun  dem  Punkte  A^  oder  3^2  ==  0,  x^  =  0  der  Punkt  A{ 
oder  oo{=  0,  xi=0.  In  den  Gleichungen,  welche  die  Ver- 
wandtschaft bei  dieser  Lage  der  Koordinatensysteme  dar- 
stellen, muß  demnach  Oji  =  0  und  «3^  =  0  oder: 

Ax  <>o  A(;       «21  =^  0,     «31^  =  0 

Doehlemann,  Geometrische  Transformationen.  8 
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Verlegen  wir  nun  auch  die  Ecken  Ä2  und  Ao  in  ent- 
sprechende Punkte  der  Ebenen,  so  ergibt  sich  ebenso,  daß 
%2  =  0  und  «32  =  0  oder : 

Ä2  CO  A.{;       «12  =  0,       «32  =  0 

Wenn  endlich  A^  und  A^  sich  entsprechen,  so  ist: 

JL3  CV.  Ai]        «ig  =   0,        «23  =   0 

Die  lineare  Transformation,  in  der  die  drei  Ecken  der 
beiden  Koordinatendreiecke  bezw.  einander  entsprechen,  wird 
also  durch  die  Gleichungen  gegeben: 

QX(  =  aiiXi  QX2  =  «22^2  Q^3  =  «33% 

Soll  endlich  auch  der  Einheitspunkt  der  einen  Ebene  dem 
der  anderen  entsprechen,  so  muß  man  haben: 

%i  •  ^^22  •  %3  ^  1  •  1  :  1 

und  die  Gleichungen  reduzieren  sich  auf  die  Form  (2). 

Es  hat  sich  damit  gezeigt,  daß  die  Gleichungen  (7) 
auch  bloß  eme  Kollineation  liefern,  nur  ist  dabei  das  Ko- 
ordinatensystem in  jeder  Ebene  ganz  willkürlich  an- 
genommen, oder: 

Die  allgemeine,  lineare,  homogene  Substitution 
zwischen  den  Punktkoordinaten  der  beiden  Ebenen 
oder  auch  zwischen  den  Linienkoordinaten  der 
beiden  Ebenen  stellt  eine  Kollineation  dar, 

Kollineare   Ebenen  in   perspektiver  Lage. 

70.  Auch  aus  dem  Bündel  können  wir  unter  An- 
wendung der  bekannten  Operationen  der  neueren  Geometrie 
kollineare  Ebenen  in  einfacher  Weise  herleiten.  Schneiden 
wir  nämlich  einen  Strahlenbündel  S  mit  zwei  Ebenen  s 
und  e',  so  liefert  jeder  Strahl  des  Bündels  in  seinen  Schnitt- 
punkten mit  £  imd  e'  entsprechende  Punkte  A  und  A'  u.  s.  f. 
(Fig.  21),  und  jede  Ebene  des  Bündels  schneidet  ent- 
sprechende Gerade  g  und  g'  aus  den  beiden  Ebenen  aus. 
Man  überzeugt  sich  leicht,  daß  die  beiden  Ebenen  dadurch 
kollinear  auf  einander  bezogen  werden:  aber  die  Strahlen- 
büschel in  entsprechenden  Punkten  wie  A  und  A'  und  die 
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Punktreiheu  auf  entsprechenden  Geraden  wie  g  und  g'  sind 
in  diesem  Falle  nicht  nui*  projektiv,  sondern  per- 
spektiv.  In  dieser  Lage  bezeichnet  man  die  beiden 
Ebenen  selbst  als  „perspektiv"  und  den  Prozeß  der 
Centralprojektion  auch  als  „Perspektive".  Denkt  man  sich 
die  Beziehimg  der  Punkte  imd  Geraden  in  den  beiden 
Ebenen  fixiert,  die  Ebenen  selbst  aber  in  eine  beliebige 
Lage  gegen  einander  gebracht,  so  sind  die  beiden  Ebenen 
offenbar  noch  kollinear  auf  einander  bezogen.  Dabei  bleibt 
es  allerdings  noch  dahingestellt,  ob  diese  beiden  Ebenen 
nicht   etwa   in   einer  speziellen  kollinearen  Beziehimg  zu 


Fig.  21. 


einander  stehen.  Dies  ist  nicht  der  Fall.  Denn  man  kann 
zeigen,  daß  sich  umgekehrt  zwei  kollineare  Ebenen  —  sogar 
noch  auf  unendlich  \'iele  Arten  —  in  Perspektive  Lage 
bi-ingen  lassen.  Zu  welcher  anderen  Aufgabe  man  dadurch 
geführt  wird,  ist  direkt  zu  erkennen.  Bei  der  Perspektiven 
Lage  zweier  Ebenen  hat  jeder  Punkt  ihrer  Schnittlinie  s,  s' 
(Fig.  21)  die  Eigenschaft,  mit  dem  ihm  entsprechenden  zu- 
sammenzufallen. Nimmt  man  die  beiden  Ebenen  aus  einander, 
so  werden  demnach  die  Geraden  s  und  s'  nicht  nur  pro- 
jektive, sondern  kongruente  Punktreihen  tragen.  Um  also 
umgekehrt  zwei  kollineare  Ebenen  perspektiv  zu  orientieren, 
hat  man  jedenfalls  zunächst   solche  entsprechende  Gerade 

8* 
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aufzusuchen,  welche  kongruente  Puuktreihen  tragen.  Darauf 
Boll  nicht  weiter  eingegangen  werden.*) 

71.  Endlich  erhalten  wir  auch  zwei  Ausartungen  der 
kollinearen  Beziehung,  wenn  wdr  bei  der  Perspektiven  Lage 
den  Mittelpunkt  S  des  Bündels  auf  der  einen  Ebene  oder 
in  der  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  wählen.  Liegt  im 
ersten  Falle  S  etwa  in  e',  und  denken  wir  uns  die  Ebenen 
dann  wieder  aus  dem  Perspektiven  Zusammenhang  gebracht, 
so  ist  in  £  eine  sioguläre  Gerade  s,  in  s'  ein  singulärer 
Punkt  S  gegeben.  Die  Punktreihe  s  ist  projektiv  auf  den 
Strahlenbüschel  S  bezogen.  Jedem  beliebigen  Punkte 
von  £  entspricht  stets  wieder  der  Punkt  S  der  anderen 
Ebene,  einem  Punkte  der  singulären  Geraden  s  dagegen  ent- 
sprechen alle  Punkte  des  Strahles  von  S,  der  dem  Punkte 
zugewiesen  ist.  Einem  Punkte  X  von  e'  ferner  entspricht 
der  Punkt  auf  s,  der  in  der  projektiven  Beziehung  von  S 
und  s  dem  Strahle  XS  zugeordnet  ist. 

Wird  im  zweiten  Falle  das  Centrum  S  der  Perspektivi- 
tät  auf  der  Schnittlinie  s  der  beiden  Ebenen  angenommen, 
so  liefern  die  in  beliebige  Lage  gebrachten  Ebenen  folgende 
Ausartung  der  kollinearen  Beziehung:  Li  jeder  der  beiden 
Ebenen  liegt  eine  singulare  Gerade  s  bezw.  s'  und  auf  ihr 
je  ein  singulärer  Punkt  S  bezw.  S'.  Jedem  beliebigen 
Punkte  der  einen  Ebene  entspricht  stets  der  singulare  Punkt 
der  anderen  Ebene,  jeder  Geraden  der  einen  Ebene  immer 
die  singulare  Gerade  der  anderen  Ebene.  Einem  beliebigen 
Punkte  auf  der  singulären  Geraden  der  einen  Ebene  ent- 
sprechen die  sämtlichen  Punkte  des  singulären  Strahles  der 
anderen  Ebene,  Einem  beliebigen  Strahle  durch  den  singu- 
lären Punkt  der  einen  Ebene  sind  alle  Strahlen  durch  den 
singulären  Punkt  der  anderen  Ebene  zugewiesen.  Auf 
weitere  Ausartungen  der  Kolliueation  gehen  wir  nicht  ein. 

Kollineare   Grundgebilde   zweiter  Stufe. 

72.  Eine  sehr  bedeutende  Verallgememerung  und  neue 
geometrische  Deutungen  gewinnen  wir,  wenn  wir  uns  jetzt 
vorstellen,  daß  in  den   Gleichungen  (7)  von  68.  die  Xi  die 

*)  Man  vergl.  z.  B.  Schröter:  „Theorie  der  Oberflächen  zweiter 
Ordnnng",  Leipzig  1880,  §  45. 
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Koordinaten  eines  Elementes  eines  Grundgebildes  zweiter 
Stufe  (also  eines  ebenen  Systems  oder  eines  Bündels)  seien, 
während  die  x,'  die  Elemente  eines  zweiten  Grundgebildes 
zweiter  Stufe  festlegen  mögen.  Die  lineare  Substitution  stellt 
dann  jedenfalls  eine  eindeutige  Zuordnung  der  Elemente  der 
beiden  Grundgebilde  her  und  auf  Grund  ähidicher  Uber- 
legimgen,  wie  sie  im  Vorhergehenden  für  zwei  Ebenen 
dm'chgeführt  wurden,  ergibt  sich  ferner^  daß  entsprechende 
Elemente  der  beiden  Gmndgebüde  projektive  Grundgebilde 
erster  Stufe  tragen. 

Die  auf  diese  Weise  ganz  gleichartig  durch  eine  lineare 
Substitution  definierten  Verwandtschaften  unterscheidet  man 
ihrem  geometiischen  Chai-akter  nach  in  kollineare  imd 
korrelative  (oder  reziproke),  indem  zu  beachten  ist,  was 
für  Elemente  einander  zugewiesen  sind.  Für  die  ersteren 
liefert  zwar  keine  Definition,  aber  doch  eine  Veranschau- 
lichung der  Begriff  der  Perspektiven  Lage  von  Grund- 
gebilden zweiter  Stufe. 

Projiziert  man  ein  ebenes  System  aus  zwei  Punkten  S 
und  S'  des  Raumes,  so  heißen  die  beiden  dadurch  ent- 
stehenden Bündel  perspektiv.  Es  sind  je  zwei  Strahlen 
einander  zugeordnet,  die  nach  dem  gleichen  Punkte  des 
Feldes  laufen,  und  zwei  entsprechende  Ebenen  der  beiden 
Büschel  projizieren  die  nämliche  Gerade  des  Feldes.  Ent- 
sprechende Gerade  der  beiden  Bündel  tragen  Perspektive 
Ebenenbüschel,  entsprechende  Ebenen  Perspektive  Strahlen- 
büschel. 

Denkt  man  sich  die  Zuordnung  der  Elemente  der 
beiden  Büschel  markiert,  wjlhrend  man  die  gewissermaßen 
als  starre  (materielle)  Gebilde  gedachten  Bündel  aus  ihrem 
geometrischen  Zusammenhange  löst  und  in  eine  beliebige 
Lage  im  Räume  bringt,  so  sind  die  Bündel  noch  kollinear 
auf  einander  bezogen.  Entsprechende  Elemente  tragen  pro- 
jektive Grundgebilde  erster  Stufe. 

Ebenso  heißen  ein  Bündel  und  das  Feld,  welches 
irgend  eine  Ebene  aus  ihm  ausschneidet,  perspektiv.  Aus 
dieser  Lagenbeziehung  gebracht,  bleiben  die  beiden  Gebilde 
noch  kollinear. 

Bedeuten  in  den  Gleichungen  (7)  von  68.  die  Xi  die 
Koordinaten  der  Punkte  eines  Feldes,  die  x/  die  Koordinaten 
der  Geraden   eines  Bündels,   so   geben   diese  Gleichungen 


bilde.  ^nzdgtlLK  ;"Sdfe"''1""°  "--"  ^«^en  Q 
belogenen  Gebilde  im\Z  ■  '"  *«S'='- Weise  auf  eii,»„d 
Lage  gebracht  werfen' 1.^^"'""    "'<^'"    '"    l-Ä 

Uagegen   lassen   sieh    s-w«;   j      , 
formaüon  kollinear  auTeinS/,""''   ""'"   "'"^ä'-e   Tran- 
Perspektive   Lage   brinLn    nS      ''«^«gene  Bündel  stets  i 
viele^Arten  (Schröter  l*c).     ^   '°«*^  ""«^   auf   „neX' 

Stufe  ilßt'"i2'fnfcht^nt^r«,  ''"'•  ^rundgebilde  nveite 
metrischen  ProzerherleLn  °  w'"',  T«^^  ''"«!'  eine71o 
gesondert.  '""'^"'<"'-    Wir  behandeln  dieselbe  spl™, 

sind  es  nun,  *e  mfnCmlttd?l.f,r  «««"««sehen  Gebilde 
«ntei-sueht?    Denken  ^T„nl  h   "'''''■'  Transformatio  e„ 
W  auf  einander  be  "gen  "ein  3f  ^'^«'  ?bene„,   die  kot 
Ebene  gelegenen  Kurve  »",o^."''een.    Einer  i„  der  ersten 
zweiten  Ebene  eine  Kurve  ^,^*»'"g/»  entspricht  ^Z 
Den«    die  lineare  Subs?totion  l^"  J'' fi^'^?^"-  Ordnung 
gleiohnng   ungeändert.     AuoT^'     t-?  "  ^'""^  ^»'^  Kurven- 
de gleiche,  weil  di»  T       J    "'°  ^^'"sse  der  Kurve  Kil -i  Z 
ebenfalls   ein     llete      nl°™='«™  der  LinietkÖ^rfinatn 

der  Kurve  .„„UneSehfe"    T'''™    ""«   Bezieh  ngen 
erleiden,     unendlich  ferne  Pn„S  ""P^inen  eine  inderuC 

»"gemeinen  Kollineation?nerdS!p'';  ^"  8«'«°  bei  e?n  ? 

,       Ist  C-  eine  rationale  Kur™       ""''•',«  ''"'  '^"'  ober  u  s  f 

der  Kurve  C»,  und  beMe  Kur  "n'  -Z  ^'"  *^  Cti«i<=be     on 

bezogen    Auf  diese  Weise  kam   ™  ''™'*'"' ""''  «'"»de" 

durch  hneare  Transforiati™™  ".?"  ""'  «'"'«'■  «benen  Knrve 

deutet,    durch   CentraZoli  h"         '■  ™'  ''as  lYämlicheLr 

Ebenen   unendlich   WcHt ' T    '"    ?"dere    und    a'deit 

nun  Eigenschaften,  die  tllen  W'     "r?"   "'«'•'«''ten-     Gibt   es 

die  also  durch  linC  T '  "  f        "  ^''""'  gemeinsam  sind 

Projektionen   nicht^^^rsTS  tX^^Sof  r'r"  ^-"'- 

StS    P^J'^l'ti^e    oder    3^1,     f,,,      •'''"'  E'g™schaften 

-«^«  »dere  WhWn^l^'JJ»^  -^^*^^^^^^^^^^^^^^ 
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Fig.  22  a. 


Die  Kegelschnitte  und  Kurven  dritter  Ordnung. 

74.  Das  bekannteste  Beispiel  für  diese  Untersucliungs- 
methode  bieten  die  Kegelschnitte,  die  sich  durch  Central- 
projektion  oder  auch  durch  eine  Kollineation  aus  dem 
Kreise  ableiten 
lassen.  Dieser  gibt 
in  diesem  Falle 
den  für  die  Kon- 
struktion einfach- 
sten Typus  der 
Km•^'e  Zureiter 
Ordnung.  Wir 
kommen  später 
darauf  zurück, 
wenn  wir  eine 
für  konstruktive 
Zwecke  beque- 
mere Form  der 
kolliuearen  Bezie- 
hung kenneu  ge- 
lernt haben. 

Als     zweites      

Beispiel  möge  die 
Klassifikation  der 
ebenen  Kurven 
dritter  Ordnimg 
Erwähnung  fin- 
den. Schon  New- 
ton *)  hat  aller- 
dings ohne  Beweis  den  Satz  gegeben,  daß  alle  ebenen 
Kur\'en  dritter  Ordnung  durch  Centralprojektion  aus  fünf 
Typen  abgeleitet  werden  können,  welch  letztere  er  als  „di- 
vergierende Parabeln"  bezeichnet.  ,;,^Vie  nämlich  der 
Kreis,  wenn  er  einem  leuchtenden  Punkte  vorgehalten  wird, 


Fig.  22  b. 


*)  „Enumeratio  linearum  tertii  ordinis",  Seite  19.  Diese  Schrift 
ist  beigegeben  dem  Werke:  „Optice".  Londini  1706.  Ferner  findet 
sie  sich  auch  in  dem  anderen  Werke  des  gleichen  Verfassers:  ,.Analy8i8 
per  quantitatum  series,  fluxiones  ac  differentias,  cum  ennmeratione 
linearum  tertii  ordinis":  Londini  1723,  V.  Genesis  curvarum  per 
umbras,  Seite  93. 
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Fig.  22  c. 


durch  seinen  Schatten  alle  Linien  zweiter  Ordnung  gibt,  so 
erzeugen  diese  divergierenden  Parabeln  durch  ihre  Schatten 

alle  übrigen  Linien  dritter 
Ordnung." 

Benutzt  man  rechtwink- 
lige Koordinaten,  so  kann 
man  die  Gleichung  einer  sol- 
chen divergierenden  Parabel 
in  der  Form  schreiben: 

y^  =  {x  —  %)  {x  —  «2)  [x — «3) 

und  die  möglichen  Fälle  sind 
folgende: 

1.  alle  Werte  a  sind  reell: 
a)  %  >  «2  >  %  •     Zweiteilige 

Kurve  dritter  Ordnung 
(Fig.  22a). 

b)  %  =  %  -^  0^3 .    Kurve    dritter 
Ordnungmit  isoliertem  Punkte 

(Fig.  22  b). 

c)  %  =  «2  ^  «2  •    Kurve    dritter 
Ordnung    mit     Doppelpunkt 

(Fig.  22  c). 

d)  «j^  =:  «2  =  Ö3  •     Kurve  dritter 
Ordnung  mit  Spitze 

(Fig.  22  d). 

2.  Zwei  der  Werte  a  sind 
konjugiert  imaginär,  der  dritte 
AVert  ist  reell :  Einteilige  Kurve 
dritter  Ordnung  (Fig.  22e). 

Während  es  also  bloß  einen 
Kegel  zweiter  Ordnung  gibt,  den 
man  durch  Projektion  eines 
Kreises  aus  irgend  einem  Punkte 
erhält,  existieren  fünf  verschie- 
dene Kegel  dritter  Ordnung, 
die  man  durch  Projektion  aus 
diesen  fünf  Kurven  ableitet.  Alle 
möglichen  Kurven  dritter  Ord- 
nung bekommen  wir  als  ebene 
Fig.  22  e.  Schnitte  dieser  fünf  Kegelflächen 


Fig.  22  d. 
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oder  auch  dadurch,  daß  man  untersucht,  wieviel  verschiedene 
Typen  sich  aus  jeder  dieser  fünf  Kurven  durch  eine  kolli- 
neare Transformation  gewinnen  lassen.  Die  Anzahl  der  For- 
men der  Kurve  dritter  Ordnung,  zu  denen  man  auf  diesem 
Wege  gelangt,  ist  schon  ziemlich  groß.  Newton  hat  72  For- 
men angegeben,  Salmon  78,  Plücker  nach  einem  anderen  Ein- 
teilungsprinzip 219.*) 


Die  reziproke  Beziehung  der  Grundgebilde 
zweiter  Stufe. 

75.  Der  geometrische  Inhalt  der  durch  eine  lineare 
Transformation  darzustellenden  Beziehungen  war  mit  der 
Kollineation  noch  nicht  erschöpft,  vielmehr  vennittelte  die 
lineare  Substitution  bei  geeigneter  Wahl  der  Koordinaten 
noch  eine  zweite  durchaus  verschiedene  Verwandtschaft. 
In  der  Tat  haben  wir  z.  B.  zwei  Ebenen  e  und  e',  so  steht 
es  uns  doch  frei,  die  folgenden  Formeln  anzusetzen: 

(1 1)  elg'  =  a2ia;i  +  «22  ^2  +  «23  ^ 

Q  H  =  «31  ^l  +  «32  '^2  +  «33^ 

Vermöge   derselben  wird  jedem   Punkte   xi  der   Ebene   € 
eine  Gerade  |/  der  Ebene  e'  zugewiesen. 

Aus  den  Gleichungen  (11)  aber  resultieren  wie  fiüher 
die  weiteren  Relationen: 

—  Xi=  Oll  i{  +  a-ii  ^z+  031  la' 

e 

^^-)  -Xi=  an  ^{  +  022  ^2  +  O32  ^3' 

Q 

—  Xz=  Oij^i  +  023^2'+  «33  ^s' 


*)  Diese  Einteilungen  unterzog  neuerdings  einer  Durchsicht: 
H.  Wiener:  „Die  Einteilung  der  ebenen  Kurven  und  Kegel  dritter 
Ordnung  in  13  G&ttungen".  —  Mathematische  Abhandlungen  aus  dem 
Verlage  mathematischer  Modelle  von  Martin  Schilling  in  Halle  a.  S. 
Neue  Folge  Nr.  2,  1901. 
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Transformiert  man  ferner  die  Bedingung  für  die  ver- 
einigte Lage  eines  Punktes  und  einer  Geraden,  so  folgen 
wie  oben  die  Gleichungen: 

QX[^  a^  li  +  Oj,  1^2  +  «13  ^3 

(13)  QX2=  Ooi  1^1  +  a,,  1^2  +  «23  ^3 
QX^=  «31  ^1  +  «32  ^2  +  «33  ^3 

und: 

Qgi=  ciiiXi  -\-  0^21^2  ~1~  '^si^a 

(14)  Q^2=  %2<  +  «22^2  +  «32ä;3 
Qh=  «13%'  +  «23^2'  +  «33%' 

Die  einfachste  Form,  auf  welche  durch  zweckmäßige 
Wahl  des  Koordinatensystems  diese  Gleichungen  gebracht 
werden  können,  ist: 


und: 


Q^i  =  %  Q^2  =  %  Q^3  =  ^3 


Ganz  analoge  Betrachtungen  zeigen  dann,  daß  diese 
Verwandtschaft  der  beiden  Ebenen  folgende  Eigenschaften 
besitzt:  Jedem  Punkte  P  von  e  entspricht  eine  Gerade  p' 
in  e' ;  dreht  eine  Gerade  g  sich  um  P,  so  rückt  der  ent- 
sprechende Punkt  6r'  auf  p'  fort  und  die  Punktreihe  G' 
ist  projektiv  zum  Strahlenbüschel  g. 

Die  beiden  Ebenen  heißen  „reziprok"  oder  auch  ,, kor- 
relativ" verwandt,  die  Beziehung  selbst  wird  als  „Kor- 
relation" bezeichnet. 

Den  unendlich  fernen  Geraden  der  Ebenen  e  und  e' 
entsprechen  im  Endlichen  gelegene  Punkte  in  der  anderen 
Ebene,  die  „Mittelpunkte"  der  reziproken  Beziehung.  Die- 
selben durch  die  Rechnung  zu  bestimmen,  möge  als  Auf- 
gabe gestellt  werden. 

76.  Gibt  man  sich  in  der  einen  Ebene  vier  Punkte 
A,  jB,  C,  D  in  allgemeiner  Lage,  so  daß  also  keine  drei 
derselben  auf  einer  Geraden  liegen,  imd  vier  Gerade  a',  V , 
c',  d'  in  der  anderen  Ebene,  von  denen  keine  drei  durch 
einen  Punkt  laufen,  so  ist  durch  diese  Angabe  die  kor- 
relative Beziehimg  der  beiden  ebenen  Systeme  eindeutig 
und  vollständig  bestimmt.     Geometrisch  folgt  dies  aus  dem 
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Früheren    unter    entsprechender    Änderung    der    benutzten 
Konstruktionen. 

Analytisch  ist  die  Bestimmung  der  Korrelation  durch- 
geführt, wenn  die  neun  Koeffizienten  aik  auf  Grund  der 
obigen  Angabe  sich  berechnen  lassen.  Wir  schreiben  die 
Gleichungen  (11)  zu  diesem  Zwecke  in  der  Form: 


(15) 


^3  %l^l  +  ötgo^'o  ~r  %3^3 


Mit  einem  Koeffizienten  an  kann  man  dividieren,  so 
daß  acht  wesentliche  Konstante  übrig  bleiben.  Setzt 
man  die  Koordinaten  von  Ä  und  a'  in  das  System  (15) 
ein,  so  erhält  man  zwei  Bestiramungsgieichungen.  Die  vier 
Paare  entsprechender  Elemente  genügen  also  gerade,  imi 
die  a,i  zu  berechnen.  Diese  Überlegung  ist  in  der  gleichen 
Weise  auch  für  die  Kollineation  gültig. 

Projiziert  man  zwei  reziproke  Ebenen  e  und  e'  aus 
zwei  Punkten  S  und  S',  so  erhält  man  „reziproke"  oder 
„korrelative"  Bündel;  projiziert  man  bloß  die  eine  Ebene  e' 
aus  /S",  so  ist  das  ebene  System  e  auf  den  Bündel  S'  kor- 
relativ bezogen. 

Die  Kollineation  und  Korrelation  finden  ihren  gemein- 
samen Ausdruck  in  der  linearen  Substitution.  Beide  Be- 
ziehungen können  als  „projektive"  bezeichnet  werden,  sofern 
in  jedem  Falle  die  eindeutig  einander  zugewiesenen  Elemente 
der  beiden  Grundgebilde  zweiter  Stufe  projektive  Grund- 
gebilde erster  Stufe  tragen.  Der  Untei*schied  zwischen 
beiden  Verwandtschaften  besteht  lediglich  darin,  daß  andere 
Elemente  einander  zugewiesen  werden. 

77.  In  der  Möglichkeit,  zwei  Grundgebilde  zweiter 
Stufe  reziprok  auf  einander  zu  beziehen,  liegt  der  Beweis 
für  das  Dualitäts-  oder  Reziprozitäts-Gesetz  in  der  Ebene 
und  im  Bündel.  Eme  Korrelation  zwischen  zwei  Ebenen 
führt  eine  Kurve  «**"■  Ordnung,  den  Ort  eines  Punktes  im 
einen  Feld,  über  in  eine  Kun'e  n^'^  Klasse  im  zweiten 
Felde,  die  von  den  entsprechenden  Geraden  umhüllt  wii"d. 
Jedem  mehrfachen  Punkte  des  ersten  Ortes  entspricht 
eine  ebensovielfache  Tangente  der  entsprechenden  Klassen- 
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kurve;^  also  z.  B.  einem  Doppelpunkt  eine  Doppel- 
tangente   n.  s.  f. 

Die  reziproke  Beziehung  zweier  ebenen  Systeme  kann 
in  sehr  verschiedener  Weise  ausarten.  Aus  den  in  71.  er- 
wähnten Beispielen  der  Ausartung  einer  Kollineation  er- 
geben sich  solche  für  die  Kon-elation^  wenn  man  an  Stelle 
der  einen  der  beiden  Ebenen  ihr  korrelatives  Bild  setzt. 

Die  bisherigen  Ergebnisse  können  wir  wie  folgt  zu- 
sammenfassen : 

Die  lineare,  homogene  Substitution  im  ternärcn 
Gebiet  stellt  je  nach  der  Art  der  einander  zu- 
gewiesenen Elemente  eine  kollineare  oder  kor- 
relative, d.  h.  eine  projektive  Beziehung  zwi- 
schen zwei  Grundgebilden  zweiter  Stufe  dar. 

Zwei  solche  Grundgebilde  können  durch  achtfach 
unendlich  (cx)^)  viele  Kollineationen  oder  Korrelationen 
auf  einander  bezogen  werden. 

Durch  die  Angabe  von  vier  gleichartigen  Elementen 
in  allgemeiner  Lage  im  einen  System  und  der  ihnen 
entsprechenden  im  anderen  System  ist  jede  der  beiden 
Beziehungen  eindeutig  bestünmt. 


Darstellung   in   nicht   homogenen   (schiefwinkligen) 
Koordinaten. 

78.  Wenn  wir  die  kollineare  Beziehung  zweier  Ebenen 
durch  die  Gleichungen  (7)  von  68.  zum  Ausdruck  brachten, 
so  entsprachen  sich  dabei  weder  die  Seiten  der  beiden 
Fundamentaldreiecke  noch  die  unendlich  fernen  Geraden  der 
beiden  Ebenen.  Wir  dürfen  also,  ohne  dadurch  eine 
speziellere  Beziehung  zu  erhalten,  auch  in  den  beiden 
Ebenen  Fundamentaldreiecke  wählen,  von  denen  etwa  die 
Seiten  %  bezw.  a^  mit  den  unendlich  fernen  Geraden  der 
beiden  Ebenen  zusammenfallen.  Die  homogene  Koordinaten- 
bestimmung geht  dann,  wie  früher  (24.)  gezeigt  wurde,  über 
in  ein  System  gewöhnlicher,  schiefwinkliger  Koordinaten  in 
der  Weise,  daß 
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X 


xi 


Aus  den  Gleichungen  (7)   erhalten  wir  aber   die  folgenden; 


X^  «3^  X^  +  «32  X^  -\-  033  ^-3 

oder  auch: 


j    X-i  %i^i  "r  ^liX^  -\-  ^23 ^3 


(16) 


X'  =^ 


a^x^\y^Cy 
a%x-^\y^c^ 


Xz 


y 


a^x-\-\y-\-Cc^ 
(fsx+bsy+c^ 


wenn  wir  a^,  a^oj  •••  durch  rt^,  ft-^,  ...  ersetzen.  Diese 
Gleichungen  (16)  geben  die  allgemeinste  Darstellung  der 
Kollineation  in  gewöhnlichen,  schiefwinkligen  Koordinaten, 
Aus  ihnen  resultieren  die  folo:enden: 


(17) 


a^x'  +  a.,y'  -\-  Qci 


y 


ß,x' +  ß,y' ^- ß. 


n  x'  +  YiV'  +  n      "     71^'  +  Y-2  y'  +  y-i 

Hierbei  bedeutet  wieder  a^  die  Unterdeterminante,  welche  in 


«1 

\ 

«2 

h. 

Og 

h 

zu  dem  Elemente  a^  gehört. 

Der  Vollständigkeit  wegen  mögen  auch  noch  die  Formeln 
Platz  finden,  welche  die  Linienkoordinaten  u,  v  und  w',  v' 
in  einander  transformieren.     Man  erhält  \ne  oben: 


18) 


bezw.: 


(19) 


V  = 


M'=  — 


V'  = 


Ol  W  +  «2  V'  — 

«3 
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Ci  m'  +  c,  v'  — 
«1  w  +  A  t-  — 

Ca 

'  /'i 

«3  W  +  /?3  V  — 
a,  M  +  /32  V  — 

«3  W  +   /?3  V  — 

y-i 

126     V.  Die  projektiven  Transformationen  auf  verschiedenen  Trägern. 

In  jeder  dieser  vier  Gruppen  (16),  (17),  (18),  (19)  tritt 
in  beiden  Gleichungen  der  nämliche  Nenner  auf.    Es  sind: 

«3^+   03^+^3  =  0 

und: 

Yi^'  +  Y2P'  +  Ys  =0 
die  „Fluchtgeraden"  der  Ebenen  e  und  e',  denen  die  unend- 
lich  fernen  Geraden  der  anderen  Ebene  entsprechen.     Das 
Auftreten    dieses    gleichen   Nenners    erscheint  aber  als  eine 
notwendige  Bedingung.     Denn  die  Gleichungen 


X  = 


y 


(h^  +  hy  +  c-^     C 


liefern  zwar  auch  eine  eindeutige  Punkttransformation,  aber 
einer  Geraden 

px'  -\-  cpf  -\-  y  =  0 

entspricht  vermöge  derselben  der  Kegelschnitt: 

P'A'B  +  q-B-G+r'C-I)  =  0 

79.  Ganz  in  der  gleichen  Weise  kann  man  von  den 
früher  (75.)  aufgestellten  Gleichungen  für  die  Korrelation 
ausgehen  und  daraus  die  Darstellung  dieser  Verwandtschaft 
in  nicht  homogenen  Koordinaten  gewinnen:  man  erhält 
unter  Rücksicht  auf  25.  die  entsprechenden  Systeme: 

.20)  ^  ~       ttz^  +  hy  +  Cz      .g^.   ^  ~        Yi^' +  Y2'^' +  Y-i 

^^  _  _  a^x' +  CL,i/ —  a^  x'=—  «1  ^^  +  A  ^  —  7i 

(22)  <^i^'+C22/'— C3  a^u+ß^v-y., 

r==_  \^'+hy'—  h  r _       a-jU  +  ß.2V  —  y2 

Den  Geraden 

%  ^  +  &3  ^   +  C3  =  0 

bezw. 

c^x' -\-  c^y' —  Cg  =  0 
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entsprechen  in  den  Ebenen  e'  und  €  je  die  Koordinaten- 
aniange  m'=  0,  i-'=  0  bezw.  « =  0,  v  =  0.  Als  End- 
resultat finden  ydr  demnach: 

Die  Verwandtschaften  der  KoUineation  und  Kor- 
relation werden  in  schiefwinkligen  (gewöhnlichen) 
Koordinaten  durch  eine  lineai*  -  gebrochene  Sub- 
stitution mit  dem  gleichen  Nenner  dargestellt. 
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Konstruktion   und  Eigenschaften    eines  Netzes. 

80.  Die  Eigenschaft,  daß  entsprechende  Punkte  in 
koUinearen  Ebenen  projektive  Strahlenbüschel  tragen,  kann 
uns,  zweimal  zur  Anwendung  gebracht,  die  Bestimmung 
entsprechender  Punkte  solcher  Ebenen  ermöglichen.  Auch 
die  wirkliche  Konstniktion  dieser  Punkte  ist  ohne  große 
;Mühe  durchzuführen,  namentlich  wenn  die  beiden  ebenen 
Systeme  in  eine  gemeinsame  Ebene,  die  Zeichenebene,  ge- 
bracht sind. 

Es  wird  aber  Interesse  bieten,  noch  eine  andere  Methode 
kennen  zu  lernen,  um  entsprechende  Elemente  in  zwei  kol- 
Hnear  oder  korrelativ  auf  einander  bezogenen  Ebenen  durch 
direkte,  geometrische  Konsti'uktion  zu  ermitteln,  zumal  sich 
dieselbe  dadurch  auszeichnet,  daß  die  vorzunehmenden  Kon- 
struktionen alle  in  den  betreffenden  Ebenen  selbst  aus- 
gefiihrt  werden. 

Wir  beschranken  uns  zunächst  auf  eine  Ebene  und 
wollen  außerdem  bloß  das  Lineal  benutzen.  Die  linearen 
Konstruktionen,  die  wir  ausfuhren,  bestehen  also  in  den 
Operationen  des  Projizierens  und  Schneidens,  d.  h.  wir  ver- 
binden zwei  gegebene  Punkte  durch  eine  gerade  Linie  und 
wir  zeichnen    den  Schnittpunkt  zweier  gegebenen  Geraden. 

Sind  wir  dann  im  stände,  ausgehend  von  gewissen 
festen  Elementen,  lediglich  unter  Anwendimg  dieser 
Operationen,  die  ganze  Ebene  mit  neuen  Elementen,  näm- 
lich Punkten  und  Geraden,  zu  erfüllen? 

Nehmen  wir  an,  daß  zwei  oder  drei  Punkte  gegeben 
sind,  so  bestimmen  sie  eine  Verbindungslinie  oder  drei 
solche  Linien.  Die  Möglichkeit  weiterer  Konstruktionen 
ist  nicht  vorhanden.     Neue  Elemente  in  imbegrenzter  Zahl 
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lassen  sich  erst  ableiten,  wenn  wir  von  vier  Punkten  Äj^, 
A2 ,  Ai ,  A^  ausgehen  (Fig.  23),  die  sich  in  allgemeiner  Lage 
befinden.  Dieselben  bestimmen  dann  zunächst  sechs  Ver- 
bindungslinien, die  Seiten  des  vollständigen  Viereckes 
A^Ä^A^A^.      Aus    diesen    sechs    Geraden    leitet    man    di'ei 


neue  Schnittpunkte  ab,  jB^,  B^,  B^,  die  Nebenecken  des 
genannten  Viereckes.  Diese  Punkte  B,  bestimmen  drei 
Verbindungsgerade,  welche  ihrerseits  wieder  zu  sechs 
Punkten  C^ ,  C.y,  .  •  .,  C^  Veranlassung  geben.  Wir  er- 
halten also  das  Schema: 

a)    Gegeben  die  Punkte  A^,  A2,  A^,  A^-. 


b)  6  Gerade   . 

c)  3  Punkte  B, 

d)  3  Gerade   . 

e)  6  Punkte  Ci 

f)  16  Gerade 


Erste  Generation  von  Geraden; 


Erste 
Zweite 
Zweite 
Dritte 

u.  s.  f. 


Punkten ; 
Geraden ; 
Punkten ; 
Geraden; 


Die  nächste  „Generation"  würde  bereits  aus  84  Punkten 
bestehen,   woraus    man    erkennt,    daß    die  Zahl  der  Punkte 
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und  Geraden  sehr  rasch  zunimmt.  Selbstverständlich  zeigt 
dies  System  von  Punkten  und  Linien  zahllose  Eigenschaften. 
Z.B.  liegen  die  drei  Punkte  C^,  C.2,  C^  auf  einer  Geraden, 
der  Harmonicalen  des  Punktes  A^^ ,  die  Linien  C^  C^ ,  C^C^, 
Oc  C4  gehen  bezw.  diu-ch  Q^,  C^,  Co  oder  andei-s  aus- 
gedrückt: die  sechs  Punkte  d  liegen  \-iermal  zu  je  di*eien 
auf  einer  Geraden.  —  Möbius  hat  in  seinem  barycentrischen 
Kalkül  das  auf  diese  Weise  sich  bildende  Gewebe  von 
Linien  als  ein  „Netz"  in  einer  Ebene  bezeichnet.  Wir 
sprechen  also  von  „Geraden"  und  „Punkten"  des 
Netzes.  Die  N-ier  Punkte  A, ,  aus  denen  sich  das  ganze 
Netz  entwickelt,  heißen  die  „Hauptpunkte".  Man  kann 
natürlich  auch  von  vier  Geraden  ausgehend  ein  Netz  bilden, 
daß  dann  dem  eben  betrachteten  dual  gegenüber  steht. 

Auch  im  Bündel  können  wir  eine  Netzkonstruktion 
durchführen,  indem  wir  entweder  \ier  Ebenen  oder  vier 
Gerade  als  Hauptelemente  benutzen. 

Die  Eigenschaften  einzelner  Elementegruppen  eines 
Netzes  entziehen  sich  wegen  ihrer  rasch  zunehmenden  Kom- 
pliziertheit sehr  bald  einer  übersichtlichen  Betrachtung:  es 
würde  mithin  die  ganze  Untersuchung  an  Interesse  ver- 
lieren, könnte  man  nicht  in  bezug  auf  alle  Elemente  eines 
Netzes  allgemeine  und  merkwürdige  Sätze  aufstellen. 

81.  Nehmen  wii*  das  Dreieck  A^A^A^  als  Fundamental- 
dreieck, die  Gerade  C^  C.^  Q  als  Einheitsgerade  (Fig.  23)  und 
A^  folglich  als  Einheitspunkt.  Die  Gleichungen  der  Punkte 
A^y  A2,  A^,  A^  werden  dann  bezw.: 

(1)         ^,=  0  |,=  0  |3=0  |:,  +  |:,+  ^3=0 

L-gend  ein  Punkt  X  mit  den  Koordinaten  Xi  wird 
durch  eine  Gleichimg  dargestellt,  die  wir  mit  X  bezeichnen 
wollen,  so  daß  also: 

^  =  ^1^1  +  ^2^2  +  ^3^3  =  0 
Dann  gut  zunächst  folgender  Satz: 

Gehört  ein  Punkt  X,  dessen  Gleichung 

X^Xi^i  +  a^ala  +  ^3^3  =  0 

ist,  dem  Netze  an,  so  smd  die  Koordinaten  Xi  des- 
selben   rationale,    ganze    Zahlen,    die    Null    ein- 

Doehlemann,  Geometrische  Transformationen.  9 
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geschlossen,  deren  Werte  bloß  von  dem  Kon- 
struktionswege abhängen,  der  zu  dem  Punkte  führte. 
Wir  wollen  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  für  die  Punkte 
JB,  und  Ci  der  ersten  und  zweiten  Generation  zunächst 
durch  direkte  Ausrechnung  bestätigen.  Der  Punkt  B^  z.  B. 
ergab  sich  als  Schnittpunkt  der  Verbindungslinien  A^A.^ 
und  A^A^.     Es  muß  also  seine  Gleichung  in  der  Form: 

und  zugleich  auch  in  der  anderen: 

erscheinen.     Dies  wird   erreicht   fiir  v  ==  —  1 ,    so  daß  also 
die  Punkte  J5,  gegeben  sind  durch: 

(2)  ^^^3  +  ^1  =  0 

Der  Punkt  (7i  ferner  liegt  harmonisch  zu  B^^  bezüglich  A2 
und  A^,  also  ist: 

c;  ^  I2  — 13 = 0 

und  ebenso: 

(3)  ^^l3-|,  =  0 

Die  drei  anderen  Punkte  C  ergeben  sich  aus  der  Identität: 

0  =  2 1,  +  1^2  +  I3  ^  ^1  +  (^1  +  I2  +  ^3 )  =  5  +  5 

Dies    muß    demnach    die    Gleichung  von    Q    sein:    wir    er- 
halten dai'aus: 

(4)  Cs^    ^1  +  2^2+    l3=0 

Ce^    I1+    ^2  +  2^3  =  0 

Daß  —  nebenbei  bemerkt  —  die  geometrisch  durch- 
aus gleichwertigen  sechs  Punkte  0,-  analytisch  nicht  alle 
in  der  gleichen  Form  erscheinen,  rührt  davon  her,  daß  der 
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Punkt  Ä^  den  drei  anderen  Hauptpunkten  gegenüber  in  der 
Rechnung  ausgezeichnet  ist. 

Ist  jetzt  X  irgend  ein  Punkt  des  Netzes,  so  miiß  er 
doch  entstehen  als  Schnittpunkt  von  mindestens  zwei  Geraden 
des  Netzes,  welch'  letztere  etwa  die  Netzpunkte  J,  K  bezw. 
X,  31  verbinden.  Es  möge  nun  angenommen  werden,  daß 
der  zu.  beweisende  Satz  für  die  Punkte  J,  K,  L,  M  gelte, 
so  daß  in  den  Gleichungen: 

J^  h  ^1  +  h  I2  +  ?3  4  =  0 

L^    Z1I1+    k^2+    ^3^3=0 
M  =  m^^l  +W2^3+f»3^3=0 

die  Größen  t",-,  Ä,-,  Z, ,  W/  rationale,  ganze  Zahlen  bedeuten. 
Dann  kann  man,  lediglich  durch  Auflösung  eines  Systemes 
linearer  Gleichungen,  vier  Größen  i,  k,  l,  m  bestimmen  der- 
art, daß 

(6)  i '  J+  Jc'K-i-l'  L  +  m-M=0 

Diese  Zahlen  i,  k,  l,  m  sind  ebenfalls  rational,  da  durch 
diese  Rechnung  keine  Irrationalität  hereingebracht  werden 
kann.  Die  Gleichung  (6)  aber  läßt  sich  auf  dreifache  Art 
in  zwei  zweigliederige  Tenne  zerspalten:  schreiben  wir  z.  B.: 

i  '  J+  h  .  K=  —  {l .  L  +  m  •  M) 

so  gibt  jeder  dieser  Ausdrücke,  gleich  Null  gesetzt,  offen- 
bar den  Punkt  X,  so  daß: 

X  =  i-J-\-Tc'K=  —  {l'  L  +  m'M)  =  0 

Die  beiden  anderen  Zerfällungen  der  Gleichung  (6) 
geben  die  zwei  übrigen  Neben  ecken  des  vollständigen  Vier- 
eckes JKLM.  Die  Gleichung  X=0  enthält  ersichtlich 
nur  rationale  Größen,  sofern  die  Gleichungen  (5)  die  voraus- 
gesetzte Eigenschafl  besitzen.  Von  den  Punkten  ü,  und  (7,- 
der  ersten  und  zweiten  Generation  haben  wir  nun  aber 
direkt  bewiesen,  daß  für  sie  die  Voraussetzung  der  Glei- 
chungen (5)  zutrifft,  folglich  müssen  die  Punkte  aller 
folgenden  Generationen  ebenfalls  durch  rationale  Verhältnis- 
zahlen gegeben  sein. 
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Zusatz:  Ist  Y  ein  weiterer  auf  der  Geraden  JK  ge- 
legener Punkt  des  Netzes,  so  wird  seine  Gleichung  auf  die 
Form  gebracht  werden  können: 

Daraus  ergibt  sich  für  das  Doppel  Verhältnis  der  vier  Netz- 
produkte J,  K,  X,   Y: 

(JKX  Y)  =  i:  X 

oder: 

Das  Doppelverhältnis   von  irgend  vier  Punkten 
des  Netzes  oder  auch  von  vier  Geraden  des  Netzes 
läßt  sich  rational  ausdrücken. 
82.    Interessanter   noch    als    der  vorige  Satz  ist  seine 
Umkehrung,  welche  besagt: 

Sind  die  Koordinaten  Xi  eines  Punktes  X  rationale, 
ganze  Zahlen,  so  gehört  derselbe  dem  Netze  an. 

Die  Gleichimg  dieses  Punktes  wird: 

X  s^  a^i  1^1  +  3^2  I2  +  ^3  ^3  =  0 

und  wir  erbringen  den  Beweis,  indem  wir  zeigen,  wie  sich 
dieser  Punkt  in  dem  Netze  auffinden  läßt.  Dabei  machen 
wir  zunächst  die  Annahme,  die  Xi  seien  alle  positiv. 

Projizierten  wir  (Fig.  24)  den  Punkt  A^  aus  A2  und  A^ 
auf  die  Gegenseiten  des  Fundamentaldreiecks,  so  erhielten 
wir  die  Punkte  B^  und  JB^  oder: 

J53^|l  +  |2==0 

Verbinden  wir  A^  mit  A^  und  bringen  diese  Linie  zmn 
Sclmitt  mit  J^g-Bg,  so  erhalten  wir  den  in  der  Figur  mit  2 
bezeichneten  Punkt.     Seine  Gleichung  wnd: 

2|l+l2+l3=0 

Diesen  Pimkt  projizieren  wir  wieder  aus  A2  und  A^  mid 
leiten  aus  diesen  neuen  Pmikten  den  ebenfalls  auf  A^A^ 
gelegenen  Punkt  3  ab  oder: 

3^1  +  ^2+13  =  0    u.s.f. 
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Auf  diese  Weise  gelangen  wir  sicher  zu  einem  Punkte 

auf  der  Linie  ÄiA^.     Wir  verbinden  diesen  Punkt  mit  A^ 


Fig.  24. 

und  können  durch  ganz  analoge  Operationen  auf  dieser 
Verbindungslinie  den  Punkt 

^1^1  +  ^2^2+^3  =  0 

konstruieren.  Zum  Schlüsse  hat  man  nun  diesen  Punkt  mit 
A^  zu  verbinden,  um  endlich  auf  dieser  Hilfslinie  den  ge- 
suchten Punkt  X  oder 

^  ^  ^ ^1  +  ^2^2  +  ^3^3  =  0 

durch  eine  entsprechende  Reihe  von  Konstruktionen  zu 
erhalten. 

Ist  ferner  eine  der  Koordinaten  X;  negativ,  also  etwa 
der  Punkt  X',  oder: 

^'=  ^1^1  +  a^a^a  —  ^3^3  =  0 

zu  ermitteln,  so  leiten  wir  X'  aus  X  ab  unter  Benutzung 
bekannter  Eigenschaften  harmonischer  Punkte.  Denn  sind 
wieder  (Fig.  25)  Xj ,  X, ,  X3  die  Projektionen  von  X  auf 
die  Seiten  des  Fundamentaldreiecks,  sö^bestimmen  die  Ver- 
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bindungsliiiien    X^Xg     und    X^X^    die     Schnittpunkte     X2 
und  Xi'  auf  Äj^Ä^  und  A-^Äq,    deren  Gleichungen  werden: 

X/=  0:2^2  —  ^3^3  =  0 

Die  Identitäten 

^1  si  H~  ^2  ^2  ''^s  ^3  ^  ("^a  f 2  '^3  ^3)  ~r  ^1  si 
^  (^1  si  ^3  ^g)  +  ^2  ^2 
^  (^1  ^1  +  ^2  ^2  ~r  -^s  ^3)        ^ ^^3  ^3 

sagen   dann   aus,   daß    sich    die    drei   Linien  AiX[,  A2X2, 
^gX  in  dem  gesuchten  Punkte  X'  begegnen. 


J>  ii  ^^4-^A-^-r-— _ 


^2^^Ä'0 


^i'-^iä^/t' 


Fig.  25. 


Damit  ist  eine  Reihe  von  Konstruktionen  angegeben, 
die  sicher  zu  jedem  Punkte  mit  rationalen  Koordinaten 
hinführt.  Wohl  aber  kann  man  in  einem  gegebenen  Falle 
vielleicht  auf  einfacherem  und  direkterem  Wege  den  Punkt 
erreichen. 

83.  Diese  „rationalen"  Punkte,  deren  Koordinaten 
durch  rationale,  ganze  Verhältniszahlen  gegeben  sind,  er- 
schöpfen   aber    selbstverständlich    die    Mannigfaltigkeit   der 
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Punkte  einer  Ebene  noch  nicht  vollständig.  So  können  wii* 
ja  z.  B.  den  bloß  quadratische  Irrationalitäten  enthaltenden 
Punkt 

mit  Benutzung  des  Zirkels  ohne  weiteres  konstruieren.  Alle 
Punkte  der  Ebene,  in  deren  Koordinaten  irgend  eine  Ir- 
rationalität eingeht,  wollen  wir  kurz  als  „irrationale"  Pimkte 
bezeichnen.  Es  folgt  dann  unmittelbar  aus  den  eben  ab- 
geleiteten Sätzen,  daß  solche  in-ationale  Punkte  durch  die 
linearen  Konstruktionen  des  Netzes  nicht  zu  erreichen 
sind.  Wohl  aber  sind  wir  —  wie  jetzt  bewiesen  werden 
soll  —  im  stände,  Punkte  des  Netzes  beliebig  nahe  an 
solche  irrationale  Pimkte  heranzubringen.  Dies  kommt  zum 
Ausdruck  in  folgendem  dritten  Satze: 

Wird    ein   Punkt  X   in   der  Ebene   des  Netzes 

beliebig  angenommen,   so   sind  folgende  zwei  Fälle 

möglich : 

a)  Der  Punkt  X  ist  ein  rationaler;  dann  gehört 
er  dem  Netze  an  und  kann  nach  dem  Früheren 
durch  die  linearen  Konstruktionen  des  Netzes  wirk- 
lich erreicht  werden; 

b)  der  Punkt  X  ist  ein  irrationaler;  er  gehört 
dem  Netze  nicht  an;  dann  können  wir  Punkte  Y 
des  Netzes  finden,  so  daß  die  Entfernung  XY 
kleiner  wird  als  eine  beliebig  vorgegebene,  noch  so 
kleine  Größe. 

Um  den  zweiten  Teil  des  Satzes  zu  beweisen,  sei  X  in 
Figur  26  der  gegebene, 
irrationale  Punkt  und  r 
eine  beliebig  kleine  Größe; 
um  X  als  Mittelpunkt 
werde  mit  dem  Radius  r 
ein  Kreis  beschrieben, 
dann  besagt  der  in  Rede 
stehende  Satz,  daß  in- 
nerhalb dieses  Kreises 
Punkte  des  Netzes  an- 
gegeben   werden    können. 

In  betreff  dieses  Kreises  sind  aber   folgende  Voraus- 
setzungen zulässig: 


Fig.  26. 
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Einer  der  Fundamentalpunkte,  etwa  A^  oder  Ig  =  0, 
möge  außerhalb  des  Kreises  liegen.  Denn  im  anderen 
Falle  wäre  ja  bereits  A^  ein  solcher  in  dem  genannten 
Bezirke  gelegener  rationaler  Punkt. 

Die  durch  A^  zu  A^A^  gezogene  Parallele  schneidet 
den  Kreis  nicht;  wäre  dies  der  Fall,  so  könnte  man  den 
Radius  entsprechend  kleiner  wählen. 

Von  A^  aus  gehen  demnach  an  den  Kreis  zwei  Tan- 
genten, welche  in  T^  und  T^  der  Dreiecksseite  A^A^  be- 
gegnen.    Die  Gleichungen  dieser  Punkte  seien: 

^^  li  +  r,  .  I,  =  0 

Die  Größen  t^  und  Zg  müssen  wir  uns  dabei  als  irrationale 
Zahlen  vorstellen. 

Aus  den  primitivsten  Anschauungen  über  Irrational- 
zahlen folgt  aber  schon  der  Satz,  daß  sich  zwischen  irgend 
zwei  Irrationalzahlen  immer  rationale  Zahlen  (sogar  in  un- 
endlicher Zahl)  einschalten  lassen  oder  daß  jede  Strecke 
einer  Geraden  rationale  Punkte  enthält.  Wir  können  folg- 
lich auch  auf  der  Strecke  T^^T^  rationale  Punkte  angeben. 
Es  sei  T  einer  derselben,  r  die  ihm  entsprechende  rationale 
Zahl  zwischen  r^  und  Tg,  so  daß 

Verbinden  wir  T  mit  A^,  so  wird  diese  Linie  den 
Kreis  in  zwei  irrationalen  Punkten  K^  und  K2  treflPen,  und 
man  hat: 

Ist  dann  x  eine  rationale  Zahl  zwischen  x^  und  X2,  so  wird 

Y=T+X'Ä',=  ^,  +  r.l,  +  X'^,=  0 

einen  rationalen  Pimkt  Y  von  der  gewünschten  Eigenschaft 
darstellen. 

Noch  anschaulicher  und  für  die  zeichnerische  Durch- 
fühnmg  praktischer  ist  es,  statt  der  Punkte  Gerade  des 
Netzes    möglichst   nahe    an    den   irrationalen   Punkt   heran- 
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zubringen,  d.  h,  denselben  in  ein  kleines  Dreieck  oder  Vier- 
eck von  Netzgeraden,  in  eine  ,,Masche'*  des  Netzes,  ein- 
zuschließen.*)     In    der   Figur   27    ist    ein    spezielles   Netz 


Fig.  27. 

gezeichnet,  von  dem  zwei  Hauptpunkte  A-y  und  A^  im 
Unendlichen  liegen  und  eine  Reihe  von  Maschen  bis  zu 
dem  beliebig  angenommenen  Punkt  X  hingeführt 

Konstruiert  man  unter  Zugnmdelegung  von  vier  Geraden 
ein  Netz,  so  gelten  für  die  Geraden  der  Ebene  analoge  Sätze. 

Darstellung   der  Kollineation  und  Korrelation 
durch  Netze. 

84.   Ist  mm  zwischen  zwei  Ebenen  e  und  e'  eine  kol- 
lineare Beziehung   hergestellt  und  zwar  in  der  einfachsten 

Form  (65):  ,      ,      , 

Xi  i  X2  t  x^  —  Xi  z  X2  :  x^ 

so  entspricht  dem  Punkte  X  oder 

^  =  ^1^1  +  ^2^2  +  ^3^3  =  0 

in  der  anderen  Ebene  der  Punkt  X'  oder 

X'=  x{${  +  x4H  +  xiH  =  0 


*)  Solche  Konstruktionen  kommen  zur  Anwendang  in  der  Photo- 
grammetrie,  jener  rein  technischen  Zwecken  dienenden  Disziplin,  die 
aus  zwei  Perspektiven  (Photographischen  Bildern)  einen  Gegenstand 
rekonstruiert.  Vergl.  Finsterwalder:  „Die  geometrischen  Grundlagen 
der  Photogrammetrie".  Jahresbericht  der  Deutschen  Math em. -Ver- 
einigung.   VI,  2,  1899,  Seite  6. 
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Betrachten  wir  in  jeder  der  beiden  Ebenen  die  Punkte 
Ai ,  E  bezw.  Ai,  E'  als  Hauptpunkte  eines  Netzes.  Ist  X  ein 
rationaler  Punkt,  so  haben  wir  die  Möglichkeit^  ihn  durch 
die  linearen  Netzkonstruktionen  zu  erreichen.  Zu  dem 
Punkte  X'  aber  werden  wir  dann  genau  auf  dem 
gleichen  Wege  in  der  anderen  Ebene  gelangen.  Es 
entsprechen  sich  also  solche  rationale  Punkte  in  der  Kol- 
lin eation,  die  durch  Ausführung  der  gleichen  Kon- 
struktionen in  der  gleichen  Reihenfolge  in  beiden  Ebenen 
erreicht  werden. 

Ist  andererseits  X  ein  irrationaler  Punkt,  so  können 
wir  ihn  in  eine  beliebig  kleine  Masche  des  Netzes  ein- 
schließen. Führen  wir  in  dem  Netze  der  anderen  Ebene 
die  gleiche  Reihe  von  Konstruktionen  durch^  indem  wir 
lediglich  die  anderen  Hauptpunkte  benutzen,  so  erhalten 
wir  als  Ort  für  den  entsprechenden  Punkt  X'  die  ent- 
sprechende Masche  des  zweiten  Netzes.  Wir  können  also 
sagen,  daß  entsprechende  irrationale  Punkte  durch  die 
gleichen  Grenzprozesse  in  beiden  Netzen  gegeben  werden. 
Konstruieren  wir  dagegen  in  der  Ebene  e'  das  Netz 
aus  vier  Hauptgeraden,  die  wir  einzeln  den  vier  Haupt- 
punkten in  der  ersten  Ebene  zuordnen,  so  können  wir  zu 
jeder  Netzkonstruktion  in  der  ersten  Ebene  e  eine  ihr  dual 
entsprechende  Konstruktion  im  zweiten  Netze  von  e'  an- 
geben und  umgekehrt.  Jedem  rationalen  Punkte  in  e  ent- 
spricht dann  eine  rationale  Gerade  in  e',  und  man  erkennt, 
daß  wir  damit  die  korrelative  Beziehung  der  beiden 
Ebenen  hergestellt  haben. 

Die  vier  Paare  entsprechender  Elemente,  welche  zur 
Festlegung  einer  Kollineation  oder  Korrelation  nötig  und 
hinreichend  waren,  genügen  nach  dieser  neuen  Auffassung 
gerade,  um  das  betreffende  Netz  zu  bestimmen.  '  Es  ergibt 
sich  also: 

Die  kollmeare  und  korrelative  Beziehung  zweier 
Ebenen  (und  allgemein  zweier  Grundgebilde  zweiter 
Stufe)  wird  geometrisch  vermittelt  durch  die  lineare 
Netzkonstruktion.  Die  gleichen  Konstraktionen 
liefern,  in  jedem  der  beiden  Gebilde  ausgeführt, 
entsprechende  rationale  Elemente  und  die  gleichen 
Grenzprozesse  in  den  beiden  Gebilden  führen  zu 
entsprechenden  irrationalen  Elementen. 
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Die  linearen  Operationen  im  Netz  stellen  nichts  anderes 
ror  als  die  wiederholte  Konstruktion  vollständiger  Vierecke 
)der  Vierseite;  man  konstruiert  also  stets  harmonische 
Punkte  und  harmonische  Strahlen.  Aber  man  ist  im  stände, 
iurch  eine  endliche  Anzahl  solcher  harmonischer  Konsti'uk- 
tionen  jeden  rationalen  Punkt  zu  erreichen.  Irgend  zwei 
entsprechende  Gerade  zweier  kollinearen  Ebenen  werden 
durch  die  Netze  projektiv  aufeinander  bezogen.  Man  erkennt 
daraus,  wie  die  kollineare  Beziehung  der  Grundgebilde  zweiter 
Stufe  auch  eine  einfache  Herleitung  der  projektiven  Beziehung 
[der  Grundgebilde  erster  Stufe  in  sich  schließt. 
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zweier  Ebenen. 

Affine  Systeme. 

85.  Bei  der  bis  jetzt  behandelten,  allgemeinen,  kollinearen 
Beziehung  zweier  Felder  entsprachen  den  unendlich  fernen 
Geraden  einer  jeden  Ebene  im  Endlichen  gelegene  Gerade 
der  andern  Ebene,  nämlich  die  „Fluchtgeraden"  (78.).  Wir 
erhalten  dagegen  eine  speziellere  Kollineation,  wenn  wir  in 
bezug  auf  das  Unendlich-Ferne  (Absolute)  eine  besondere 
Annahme  machen.  Diese  möge  darin  bestehen,  daß  wir  die 
miendlich  fernen  Geraden  der  beiden  Ebenen  einander  zu- 
weisen. Fallen  wieder  die  Seiten  a^  bezw.  a^  der  Funda- 
mentaldreiecke ins  Unendliche  (24.),  so  müssen  unter  dieser 
neuen  Voraussetzimg  die  Gleichungen  dieser  Kollineation 
werden: 

Q  x{  =  an  Xi  +  ai2  X2  -}-  a^g  x^ 

Q  X-i  =  «21  iCi  -f  a22  aJ2  +  «23  ^ 

Qxi=  033  a^s 

Führen  wir  dafür  schiefwinklige  Koordinaten  ein,  so  nehmen 
diese  Relationen  die  Form  an: 

^1  _  ^h\^  ^   ,   <ht^  X2       «13 
Xa       Ogg  Xs      0.33  x.^       ttag 

Xj  _  ^  gl    ■  «22  x.^       a-2H 
Xb       O33  ^       033  ^3       «33 
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oder  ,  _ 

Dabei  beziehen  sich  x,  y  sowie  x',  y'  ]e  auf  ein  schiefwinkliges 
Koordinatensystem  (Fig.  9)  mit  beliebigem  Achsenwinkel. 
Um  zmiächst  wieder  die  sämtlichen  Formeln  zusammenzu- 
stellen^ lösen  wir  die  Gleichungen  (1)  nach  x  und  y  auf 
und  erhalten: 

y^Ä,x'+B,y'+C, 
wobei 

A   =  '     jB  =  ^1         .      ri  _  %  ^2       ^2  ^1 

^  a^  &2  <*2  ^1  '  ^  %  ^2  «2  ^1   '  ^  %  ^2  ^2  ^1 

A     __  %  .        -Ti    _^  ^1 .         /-i    _^  %  <^2  ^2  ^1 

^  %  &2  0^2  ^1   '  "  %  ^2  '^2  ^1  '  ^  «1  &2 ^2  ^1 

Ferner  erhält  man  für  die  Linienkoordinaten: 

u  = ^ 

(3) 


und 

(4) 


q  u'  +  C2  v'  —  1 
Ci  w'  +  C2  v'  —  1 
Ci  M  +  C^v  —  1 
C^u  -{-  C^v  —  1 


Diese  spezielle  Art  der  Kollineation  wird  als  „Affinität"  be- 
zeichnet, die  Ebenen  heißen  ,,affin"  aufeinander  bezogen. 
In  den  obigen  Systemen  von  Gleichungen  ist  zu  beachten, 
daß  in  den  Formeln  für  die  Punktkoordinaten  (1)  und  (2) 
kein  Nenner  auftritt,  während  ein  solcher  bei  den  Aus- 
drücken für  die  Linien koordinaten  (3)  und  (4)  vorhanden 
ist.  Umgekehrt  müssen  offenbar  die  Transformations- 
gleichungen in  den  Punktkoordinaten  durch  ganze,  lineare 
Funktionen  gegeben  werden,  wenn  jedem  unendlich  fernen 
Punkt  wieder  em  unendlich  ferner  Punkt  entsprechen  soll. 
Es  folgt  also: 
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Die  affine  Beziehung  zweier  Ebenen  wird  durch 
eine  lineare,  ganze  Substitution  in  den  gewöhn- 
üchen  Puiiktkoordinateu  dargestellt. 

Die  Gleichungen  (1)  können  noch  eme  einfachere  Gestalt 
au  nehmen  j  wenn  die  beiden  Koordinatensysteme  passend  ge- 
wählt werden.  Verlegen  wir  die  Koordiaatenanfange  in 
entsprechende  Punkte  der  affinen  Felder,  so  muß  für  x  =  0, 
y  =  0  auch  x'=0,  y'  =  0  werden:  die  Gleichungen  werden 
demnach 

x'  ^=a.x  -\-Ky 

(5)  '     ^/^ 
y'  =  a^x-\-\y 

Nehmen  wir  femer  an,  daß  der  X-Achse  {y  =  0)  die  X'- Achse 
{y'  =  0)  entspricht,  so  muß  «o  =  0  sein  und  wenn  in  gleicher 
Weise  auch  die  Y-  und  I"'- Achse  einander  zugewiesen  sind, 
so  gewinnen  wir  für  die  affine  Beziehung  folgende  einfachste 
Form  der  Darstellung: 

(6)  x'  =  a  *  X  y'  =^  '  y 

Dabei  beziehen  sich  die  Koordinaten  auf  zwei  beHebige 
schiefwinklige  Koordinatensysteme.  AVir  könnten  übrigens 
auch  zwei  rechtwinklige  Achsenkreuze  benutzen.  Denn 
die  Strahlenbüschel  in  entsprechenden  Punkten  affiner  Ebenen 
sind  ja  auch  projektiv  und  in  zwei  projektiven  Strahlen- 
büscheln gibt  es  immer  ein  Paar  entsprechender  rechter 
Winkel. 

86.  Wenden  wir  uns  jetzt  ziu*  Untersuchung  der  geo- 
metrischen Eigenschaften  affiner  Systeme.  Zu  ilirer  Bestim- 
mung genügt  offenbar  die  Angabe  von  drei  Paaren  ent- 
sprechender Geraden  a,  b,  c,  a%  6',  c',  zu  denen  als  \iertes 
Paar  die  beiden  unendlich  fernen  Geraden  der  Ebenen 
hinzutreten.  Dann  sind  auch  die  Ecken  dieser  beiden  Drei- 
ecke einander  zugewiesen  und  in  diesem  Sinne  kann  man 
also  auch  drei- Punkt  paare  beliebig  annehmen. 

Die  beiden  unendlich  fernen  Geraden  der  affinen  Felder 
ti-agen  als  entsprechende  Gebilde  projektive  Punktreihen  d.  h. 
jedem  unendlich  fernen  Punkte  entspricht  wieder  ein  un- 
endlich ferner  oder  jeder  Richtung  wieder  eine  Richtung. 
Wii'  drücken  dies  aus  durch  den  Satz: 
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In  affinen  Ebenen  entspricht  einem  Büschel  von'] 
Parallelstrahlen  wieder  ein  dazu  projektiver  Parallel- 
strahlenbüschel. 

. 

Die  Punktreihen  auf  irgend  zwei  einander  entsprechenden 
Geraden  der  affinen  Felder  sind  infialgedessen  ähnlich. 

Durchläuft  ein  Punkt  in  der  einen  Ebene  eine  voll- 
ständig im  Endlichen  gelegene  Kurve,  so  kann  auch  die 
Bahn  des  entsprechenden  Punktes  nicht  ins  Unendliche 
gehen,  muß  also  ebenfalls  ganz  im  Endlichen  verlaufen. 
Einer  Ellipse  z.  B.  entspricht  also  wieder  eine  Ellipse  oder 
gegebenen  Falles  etwa  ein  Kreis,  einer  Hyperbel  oder  Parabel 
wieder  eine  solche  Kurve. 

Begrenzt  eine  geschlossene  Kurve  in  dem  einen  Felde 
einen  Flächeninhalt,  so  gilt  das  Gleiche  von  der  ebenfalls, 
geschlossenen  Kurve  im  anderen  Felde.  Solche  entsprechende 
Flächeninhalte  stehen,  wie  jetzt  gezeigt  werden  soll,  in 
einem  unveränderlichen  Verhältnis. 

Zu  diesem  Zwecke  sei  zunächst  ein  Dreieck  P^  Pg  P3 
in  der  einen  Ebene  beliebig  angenommen,  P{  P2  P^  möge 
das  entsprechende  Dreieck  in  der  andern  Ebene  sein.  Die 
Koordinaten  der  Ecken  bezeichnen  wir  bezw.  mit  x^,  y^, 
3Cz,y2,  Xi,  ^3  und  x(,  y(,  x{,  yi,  xi,  yi,  wobei 


und 


x(  =  axi         xi  =  ax-i 

Xi 

= 

ax^ 

y(  =  ^y(       yl^^y-z 

yl 

=  bys 

nten  Formeln  ist  dann 

x^ 

yx 

2  J  Pi  P2  Pg  =  sin  a 

x^ 

y-i 

x^ 

y% 

Xi 

yi 

2zlP/P/P/=sina' 

X2 

yi 

X^ 

yi 

X^ 

yi    1 

=  «&  •  sina' 

X2 

2/2    1 

X^ 

ya 

1 
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Dabei  bedeuten  a  und  a'  die  Winkel  der  betreffenden  Ko- 
ordinatenachsen.    Durch  Di\asion  folgt: 

AP,  P,  P3  _       sing 
AF(PiPi  ~  a&.sina' 

Die  rechte  Seite  enthält  die  Koordinaten  der  betrachteten 
Punkte  überhaupt  nicht  mehr,  sondern  bloß  die  Konstanten, 
die  durch  die  Wahl  der  beiden  Koordinatensysteme  be- 
dingt waren.  Das  Verhältnis  der  beiden  Dreiecksinhalte 
muß  aber  unabhängig  sein  von  der  Lage  der  beiden  Ko- 
ordinatensysteme, also  ist  der  Ausdruck: 

sina 

=  c 


a  h  sin  a ' 


überhaupt  eine  Konstaute  c  und  hat  den  gleichen  Wert, 
wenn  man  ihn  für  irgend  zwei  entsprechende  Punkte  0  und  0' 
und  entsprechende  Gerade  der  affinen  Ebenen  bildet. 

Auch  eine  rein  geometrische  Deutung  der  Konstanten  c 
läßt  sich  in  folgender  Weise  gewinnen.  Tragen  wir  von  0 
aus  auf  der  X-  und  Y-Achse  je  die  Streckeneinheit  ab,  so 
erhalten  wir  die  Punkte  Xo  und  Fo-  I^em  Dreieck  OX^  Fq 
entspricht  dann  ein  Dreieck  0'  Xq  Fq  mit  den  Seiten  a  und  ft. 
Die  Konstante  c  gibt  das  Verhältnis  der  Flächeninhalte 
dieser  beiden  Dreiecke  und  es  ist: 

_  AOXq  y^     /w^f^f^ 

*"  ~  A  O'M  Yo'      A  V[Fi  Fi 

Man  ist  aber  im  stände,  diese  Eigenschaft  affiner  Ebenen 
noch  weit  allgemeiner  auszusprechen. 

Denken  wir  uns  irgend  eine  geschlossene  Kurve  in  der 
einen  Ebene,  welche  einen  Flächeninhalt  f  begrenzt  (z.  B. 
in  Fig.  28  den  durch  0  gehenden  Kreis)  und  es  sei  f  der 
von  der  entsprechenden  Kurve  begrenzte  Flächeninhalt; 
in  der  Figur  ist  diese  Kurve  eine  Ellipse. 

Der  Inhalt  f  wird  dargestellt  durch  eine  Summe  oder 
das  Integral 

wobei  d^  des  Differential  der  Fläche  /,  also  als  ein  unend- 
lich kleines  Dreieck  betrachtet  werden  darf.    Es  ist  aber  auch 

df^cdf 
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! 
wenn  df  das  Differential  der  Fläche  f,    mithin  überhaupt  i 

d.  h.  in   affinen  Feldern   stehen  die  Flächeninhalte,  die  von 
entsprechenden  Kurven  begrenzt  werden,  in  konstantem  Ver-  , 
hältnis. 


Fig.  28. 


In  der  Fig.  28    ist  die  Ellipse   gezeichnet,   in   welche 
durch  die  affine  Verwandtschaft 

der  im  ersten  System  gezeichnete  Kreis  transformiert  wird. 

Dagegen  stehen  zwei  beliebige,  entsprechende  Strecken 

affiner  Felder    in    einem    Verhältnis,    das    noch    von    der 
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Lage  der  sie  tragenden  Geraden  d.  h.  von  deren  Rich- 
tungen abhängt.  Für  die  X-  und  X'- Achse  z.B.  hat  das 
Verhähnis  zugeordneter  Strecken  den  Wert  a.  Nehmen 
wii"  aber  irgend  eine  Strecke  PQ,  welche  parallel  der  X-Achse 
verläuft,  so  ist  die  entsprechende  Strecke  P^Q^  parallel  der 
X'- Achse.  Zieht  man  durch  die  Endpunkte  P  und  Q  Pa- 
rallele zur  F- Achse,  so  entsprechen  ihnen  die  Parallelen 
durch  P'  und  Q^  zur  5^'- Achse  und  man  erkennt  leicht, 
daß  auch 

P'Q'=aPQ 

Für  jede  Parallele  zur  X-Achse  ist  also  das  Verhältnis 
entsprechender  Strecken  ebenfalls  =a.  Da  die  X-  und 
X'- Achse  als  irgend  zwei  entsprechende  Gerade  der  affinen 
Ebenen  betrachtet  werden  dürfen,  so  gilt  dieser  Satz  für 
jedes  Büschel  von  Parallelstrahlen,  d.  h.: 

In  affinen  Ebenen  stehen  Strecken,  die  auf  pa- 
rallelen Geraden  liegen,  zu  den  ihnen  entsprechenden 
Strecken  in  gleichem  Verhältnis,  das  für  alle  Strahlen 
des  ParaUelstrahlenbüschels  das  nämliche  bleibt. 
Zu  zwei  einander  entsprechenden  Richtungen  gehört 
je  ein  Wert  dieses  Verhältnisses. 


Gleichheit  und  Ähnlichkeit  ebener  Systeme. 

87.  Die  Konstante  c,  welche  das  Verhältnis  "ent- 
sprechender Flächeninhalte  in  affinen  Feldern  gab,  kann 
speziell  auch  den  Wert  1  annehmen,  wenn  nämUch 

sina 
a6  sina' 

Dann  sind  entsprechende  Figuren  flächengleich  und  dies 
gilt  auch  noch  für  die  kleinsten  Teile  und  für  jede  Zer- 
legung, während  die  flächengleichen  Figuren  der  Elementar- 
geometrie in  gleicher  Weise  zerlegt,  nicht  wieder  in  flächen- 
gleiche Teile  zu  zerfallen  brauchen.  Solche  Systeme  heißen 
„affin-gleich"  und  wir  erhalten  dieselben,  wenn  wir  die 
zur  Bestimmung  der  Affinität  nötigen  Dreiecke  ABC  imd 
A'  B'  C  als  flächengleich  voraussetzen,  so  daß  also 

AABC^AA'B'C 

Doehlemann,  GeometrUcbe  Transfonnationen.  10 
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Endlich  können  wir  fragen,  ob  es  affine  Felder  gibt,  in  denen 
nicht  nur  die  Flächeninhalte  entsprechender  Figuren,  sondern 
auch  entsprechende  Strecken  in  einem  vom  Orte  unab- 
hängigen, konstanten  Verhältnis  stehen.   Dann  ist  jedenfalls 

a  =  1) 

Irgend  zwei  entsprechende  Dreiecke  müssen  ähnlich  sein, 
so  daß  zwei  beliebige  Gerade  und  ihre  entsprechenden  den 
gleichen  AVinkel  einschließen.  Mit  Zugrundelegung  zweier 
rechtwinkligen  Koordinatensysteme  werden  solche  Felder 
dargestellt  durch  die  Gleichungen: 

(7)  a;'==  ax  y' ^  ay 

Die  Systeme   heißen  „ähnlich":    sie  sind   nur  dem  Maßstab 
nach  verschieden.     Entsprechende  Strecken  stehen   im  Ver- 
hältnis a,  entsprechende  Flächen  im  Verhältnis  a^. 
Nehmen  wir  «  =  1 ,  so  geben  die  Formeln : 

(8)  x'  =^  X  y'  =  y 

kongruente  (identische)  Systeme. 

88.  Es  erübrigt  noch  anzugeben,  von  welcher  Mannig- 
faltigkeit diese  Verwandtschaften  im  Einzelnen  sind.  Die 
Gleichungen  (1)  der  Affinität  (85.)  enthalten  sechs  wesentliche 
Konstanten,  so  daß  die  Mannigfaltigkeit  der  affinen  Be- 
ziehungen eine  sechsfach  unendliche  ist.  Geometrisch  erkennt 
man  dies  aus  dem  Umstände,  daß  zwei  affine  Felder  durch 
drei  Paare  entsprechender  Geraden  bestimmt  waren.  Die 
Angabe  eines  Paares  entsprechender  Elemente  (Punkte  oder 
Gerade)  zählt  aber  für  zwei  Bedingungen.  Für  affin-gleiche 
Ebenen  tritt  noch  eine  weitere  Bedingung  hinzu,  die  Mannig- 
faltigkeit ist  eine  fünffach  unendliche.  In  der  Tat  können 
wir  das  eine  Dreieck  J.5  Oganz,  und  von  dem  entsprechen- 
den Dreieck  zwei  Punkte  A'  und  W  nach  Belieben  an- 
nehmen; die  Ecke  C  muß  dann,  wegen  der  Gleichheit  der 
Dreiecke,  auf  einer  Parallelen  zu  AW  ihren  Platz  finden. 
Bei  ähnlichen  Systemen  genügt  die  Angabe  von  zwei  Paaren 
entsprechender  Punkte,  um  auch  konstruktiv  zu  jedem  dritten 
Punkte  den  entsprechenden  festzulegen.  Gibt  man  sich  in 
kongruenten  Systemen  ein  Paar  entsprechender  Punkte, 
so  muß  der  einem  zweiten  Punkte  entsprechende  auf  einem 
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Kreise  angenommen  werden.     Demnach  finden  wir  folgende 
Zusammenstellung:    zwischen  zwei  ebenen  Systemen  gibt  es 

oo*  allgemeine  Kollineationen  oder  Korrelationen; 

oo^  Affinitäten; 

oo^-  Affin-gleiche  Beziehungen; 

cx)*  Ähnlichkeiten; 

oo^  Kongruente  Beziehungen. 

89.  Aus  dem  Strahlenbündel  lassen  sich  die  speziellen 
Fälle  der  Kollineation  ableiten,  wenn  man  entweder  den 
ISlittelpunkt  des  Bündels  oder  die  Schnittlinie  der  beiden 
Ebenen  in  besonderer  \Yeise  wählt.  So  schneidet  ein  Pa- 
rallelstrahlenbündel  aus  zwei  beliebigen  Ebenen  affine  Systeme 
aus,  die  sich  überdies  in  perspektiver  Lage  befinden.  Nimmt 
man  die  Ebenen  auseinander,  ohne  die  Zuordnung  der  Ele- 
mente zu  ändern,  so  hat  man  zwei  Ebenen  iu  affiner  Be- 
ziehung. Doch  könnte  man  daraus  nicht  die  Affinität  defi- 
nieren. Denn  man  zeigt  leicht,  daß  sich  zwei  nach  unserer 
allgemeinen  Definition  affin  aufeinander  bezogene  Felder 
nicht  immer  auch  umgekehrt  in  perspektive  Lage  bringen 
lassen. 

Projiziert  man  insonderheit  ein  ebenes  System  orthogonal 
in  eine  andere  Ebene,  so  erhält  man  affine  Felder,  wie  sie 
in  der  darstellenden  Geometrie  häufig  auftreten.  Das  Ver- 
hältnis der  Flächeninhalte  entsprechender  Figuren  wird  daini 
durch  den  Kosinus  des  Neigungswinkels  der  beiden  Ebenen 
ausgedrückt. 

Ahnliche  Felder  ergeben  sich  z.  B.  als  Schnitte  zweier 
parallelen  Ebenen  mit  einem  Strahlenbündel,  sie  gehen 
in  kongruente  über,  wenn  der  Mittelpunkt  des  Bündels 
unendlich  fem  angenommen  wird  u.  s.  f. 

Ahnliche  und  kongruente  Systeme  lassen  sich  immer 
in  Perspektive  I^age  bringen. 


Die   kollineare   Beziehung   in  der  Umgebung 
entsprechender  Punkte. 

90.  Ist  eine  kollinoare  Beziehimg  gegeben  durch  die 
Gleichungen  (16)  von  78.,  so  wollen  wir  jetzt  nicht  die 
beiden  Felder  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  ins  Auge  fassen, 

10* 
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sondern  uns  auf  zwei  einander  entsprechende  Punkte  {x,  y), 
{x',  y')  und  auf  deren  nächste  Nachbarschaft  beschränken. 
Ein  dem  Punkte  {x^  y)  benachbarter  Punkt  hat  die  Koordi- 
naten X  -\-  dx,  y  -\-  dy  und  es  wird  ihm  ein  Punkt  x'  -\-  dx', 
y'  +  dy'  entsprechen,  so  daß  zwischen  den  Inkrementen  dx,  dy, 
dx',dy'  die  Beziehungen  bestehen 

^^,^  (%a:+&3?/+C3)  {a^dx^\dy)  —  {a^x+'b^y+c^){a^dx+l).ßy) 
{a^x  +  h^y  +  c^Y 

^        {a^x+\y+c^){a^dx-{-\dy)  —  {a^x+^y+c^ia^dx+h^dy) 

Setzen  wir  dx  =  i,  dy===i'},  dx'^^',  dy'  =  7]',  so  nehmen 
diese  Gleichungen  die  Form  an: 

r}'=A,  '^  +  B,v 

Dabei  sind  die  Größen  A  und  JB  Funktionen  von  x, 
y,  welche  also  für  die  Betrachtung  der  beiden  kleinen 
Gebiete  denselben  Wert  beibehalten.  Wir  haben  demnach 
eine  Transformation  vor  uns,  wie  sie  in  85.  durch  die 
Relationen  (5)  charakterisiert  wurde,  d.  h.  eine  Affinität,  so 
daß  daraus  folgt: 

Beschränken  wir  uns  in  einer  Kollineation  auf 
die  nächste  (unendlich  kleine)  Umgebung  zweier 
Punkte,  so  kann  die  kollineare  Beziehung  in 
diesen  kleinen  Gebieten  durch  eine  Affinität  ersetzt 
werden. 

Wenn  wir  also  durch  die  Netzkonstruktion  (83.)  zwei 
schon  kleine,  einander  entsprechende,  etwa  dreieckige  Maschen 
konstruiert  haben,  so  können  wir  innerhalb  dieser  Maschen 
statt  der  Kollineation  die  Affinität  benutzen,  welche  durch 
die  beiden  Dreiecke  bestimmt  wird. 

Wir  fügen  hier  noch  folgende  allgemeine  Bemerkung 
bei.  Ist  überhaupt  eine  Punkttransformation  zwischen  zwei 
Ebenen  gegeben: 

(c,\  x'=(p{xy) 

X  =  'ipixy) 


und 


§  15.    Spezielle  Fälle  der  kollinearen  Beziehung  zweier  Ebenen.     149 

so  Averden  wir  im  allgemeinen  annehmen,  daß  die  cp  und  y' 
dilferenzierbare  Funktionen  ihrer  Argumente  sind:  wir  können 
folglieh  bilden: 

dx'  =  ^  clx  +  -w^  au 
dx  oy 

Sip  dtp  dy 

dy'       dx  dy    dx 

dx'      dcp  S(p   dy 

dx  dy    dx 

Halten  wir  wieder  einen  Punkt  {x,  y)  und  den  ihm 
entsprechenden  (a;'  y')  fest,  so  sind  die  partiellen  Ableitungen 

Konstante,  die  -^^  und  ^— ,  bestimmen  Richtungen   durch 
dx  dx 

diese  Punkte.    Da  die  letzte  Beziehung  aber  eine  bilineare 

ist,  so  folgt: 

Bei  einer  jeden  durch  differenzierbare  Gleichungen  (9) 
gegebenen  Puukttransfonnation  bilden  entsprechende  Rich- 
tungen in  entsprechenden  Punkten  projektive  Strahlen- 
büschel. 

Femer  können  wnrd  das  frühere  Resultat  von  68.  jetzt 
noch  schärfer  formulieren  wie  folgt: 

Jede  durch  dif  f  enzierbare  Gleichungen  gegebene  Pmikt- 
transformation  zwischen  zwei  Ebenen,  welche  Gerade  in 
Gerade  überfuhrt,  ist  eine  Kollineation. 

Ein  Analogon  zur  ^^Hnität  kann  man  in  der  Geometrie 
des  Bündels  nicht  angeben.  Denn  im  Bündel  existiert  keine 
Ebene,  die  zum  Absoluten  iu  einer  solchen  Beziehmig  steht 
wie  die  unendlich  ferne  Gerade  eines  Feldes.  Dagegen 
können  zwei  Bündel  zur  unendlich  fernen  Ebene  perspektiv 
liegen:  entsprechende  Strahlen  und  Ebenen  derselben  laufen 
dann  parallel  und  die  Bündel  lassen  sich  durch  eine  Parallel- 
verschiebung zur  Deckung  bringen.  Sie  sind  also  „kongruent". 
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Die  projektiven  Transformationen  auf  dem 
gleichen  Träger. 

§  16.    Die  kollineare  Beziehung  der  Grundgetoilde 
zweiter  Stufe  auf  sich  selbst. 

Übersicht  der  möglichen  Fälle. 

91.  Die  Träger  zweier  kollinear  aufeinander  bezogener 
Grundgebilde  zweiter  Stufe  können  auch  zusammenfallen: 
dann  wird  das  Grundgebilde  z.  B.  das  ebene  Feld  kollinear 
in  sich  selbst  transformiert.  Die  Koordinaten  Xi  und  o^- 
entsprechender  Punkte  P  und  F'  der  gewissermaßen  doppelt 
zu  denkenden  Ebene  beziehen  sich  entweder  auf  zwei  ver- 
schiedene Koordinatensysteme  oder  auf  das  gleiche.  Ln 
ersten  Falle  ist  diese  Kollineation  darstellbar  sowohl  durch 
die  allgemeinen  Gleichungen  (7)  von  68.  als  auch  durch  die 
speziellen  Gleichungen  (2)  von  65.  Legt  man  dagegen  nur 
ein  Koordinatensystem  für  die  Xi  und  Xi  zu  Grunde,  so  geben 
lediglich  die  Gleichungen  (7)  eine  wirkliche  kollineare  Trans- 
formation. Denn  die  Gleichungen  (2)  ordnen  unter  dieser 
Voraussetzung  jedem  Punkte  P  den  gleichen  Punkt  als  P' 
zu,  so  daß  die  kollinearen  Systeme  in  identische  über- 
gehen. Dadurch  werden  wir  veranlaßt,  zu  untersuchen,  ob 
es  in  kollinearen  System  auf  dem  gleichen  Träger  einzelne 
Elemente  gibt,  die  sich  mit  den  ihnen  entsprechenden  ver- 
einigen. Dieselben  mögen  als  Doppelelemente  bezeichnet 
werden.  Bei  kollinearen  Systemen  der  gleichen  Ebene  sind 
also  Doppelpunkte  und  Doppelgerade  denkbar. 

Aus  der  obigen  Überlegung  folgt  aber  ohne  weiteres: 

Haben  zwei  kollineare  Systeme  in  der  gleichen 
Ebene  vier  Punkte  oder  vier  Gerade,  welche  sich 
in  allgemeiner  Lage  befinden,  entsprechend  gemein, 
so  sind  die  beiden  Systeme  identisch,  d.  h.  jedes 
Element  liegt  mit  dem  entsprechenden  vereinigt. 

Li  der  Tat  steht  es  uns  ja  frei,  diese  vier  Punkte 
oder  Geraden  als  Koordinatensystem  zu  benutzen  und  die 
kollinearen  Felder  durch  die  Gleichungen  (2)  darzustellen. 
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Demnach  kann  die  Zahl  der  möglichen  Doppelelemente 
in  kollinearen  Systemen  0,  1,  2  oder  3  sein.  Wie  man  die- 
selben ermitteln  kann,  soll  folgende  geometrische  Kon- 
struktion der  Doppelpunkte  kollinearer  Felder  zeigen. 

Sind  L  und  i'  zwei  entsprechende  Punkte  zweier  kolK- 
nearen,  der  gleichen  Ebene  angehörenden  Systeme,  so  ent- 
spricht jeder  Geraden  durch  L  eine  solche  durch  L^,  d.  h. 
die  Punkte  L  und  L^  tragen  projektive  Strahlenbüschel. 
Bringt  man  jeden  Strahl  mit  dem  entsprechenden  zum  Schnitt, 
so  erfüllen  alle  diese  Punkte  einen  Kegelschnitt,  der  durch 
L  und  L'  hindurchgeht  und  kurz  mit  [LL']  bezeichnet 
werden  möge.  Irgend  zwei  andere  entsprechende  Punkte  31, 
31'  erzeugen  in  der  gleichen  A^'eise  einen  Kegelschnitt 
[31 31'].  Dem  Verbindungsstrahl  L3I  entspricht  die  Ver- 
bindungsgerade L'  31'  und  durch  den  Schnittpunkt  U  dieser 
beiden  Geraden  gehen  die  beiden  Kegelschnitte  hindurch. 
Ist  nun  aber  X  ein  weiterer,  nicht  mit  U  identischer 
Schnittpunkt  der  beiden  Kegelschnitte  [LL']  und  [31 31'], 
so  entsprechen  den  Strahlen  L  X,  31 X  in  der  KoUineation 
die  Strahlen  L'X,  31' X  und  folglich  entspricht  auch  dem 
Schnittpunkt  der  erstgenannten  Strahlen  der  des  zweiten 
Strahlenpaares  oder  m.  a.  AV.  der  Punkt  X  entspricht  sich 
selbst,  ist  ein  Doppelpunkt  der  kollinearen  Felder. 

Da  die  beiden  Kegelschnitte  [LL']  und  [31 3L']  sich 
außer  in  U  noch  in  drei  Punkten  schneiden,  so  haben  wir 
damit  die  Doppelpunkte  der  Systeme  konstruiert. 

Daß  endlich  die  Maximalzahl  von  drei  getrennt  liegenden, 
reellen  Doppelpimkten  auch  wirklich  erreicht  wird,  zeigen 
wir,  indem  wir  von  diesen  Doppelpunkten  ausgehend  eine 
Kollineation  bestimmen. 

92.  Durch  die  Angabe  von  vier  Paaren  entsprechender 
I^uikte  war  (67.)  eine  Kollineation  eindeutig  bestimmt:  es 
hindert  uns  nichts,  A  mit  A',  B  mit  B',  C  mit  C  zusammen- 
fallen zu  lassen,  während  D  und  D'  beliebig  angenommen 
werden.  Dann  ist  (Fig.  29)  das  Netz  AB  CD  und  ebenso 
das  Netz  A'B'C'D'  mid  damit  auch  die  Kollmeation  voll- 
ständig festgelegt.  Jeder  der  drei  Doppelpunkte,  z.  B.  A 
erscheint  als  Träger  eines  Strahlenbüschels,  der  Mittelpunkt 
A'  des  entsprechenden  Strahlenbüschels  fällt  wieder  nach 
A.  Die  Doppelstrahlen  dieser  projektiven  Strahlenbüschel 
sind  die  Straliien  von  A  nach  B  und  nach  C,  und  in  ihnen 


152     VI.   Die  projektiven  Transformationen  auf  dem  gleichen  Träger. 

erkennt  man  gleichzeitig  zwei  Doppelgerade  der  Verwandt- 
schaft. Durch  jeden  Doppelpunkt  gehen  zwei  Doppelgerade 
und  jede  Doppelgerade  verbindet  zwei  Doppelpunkte.  Ganz 
in^der  gleichen  Weise  trägt  jede  Doppelgerade  projektive 
Pmiktreihen,  als  deren  Doppelpunkte  die  Doppelpunkte  der 
Kollineation  auftreten.  Das  von  den  Doppelpunkten  gebildete 
Dreieck  ABC  heißt  das  Hauptdreieck  der  Kollineation. 
^Beziehen  wir  auf  dasselbe  und  auf  einen  beliebigen 
Einheitspunkt  sowohl  die  Xi  als  auch  die  x^,  so  wird  die 
kollineare  Beziehung  gegeben  durch  die  Gleichungen 

(1)  Q  Xi  =  üixXi  Q  Xi  =  «22  ^2  Q  ^i  =  «33  ^3 

Projiziert  man  irgend  zwei  entsprechende  Punkte  P,  T' 
der  beiden  Felder  (wie  z.  B.  die  Punkte  B,  B'  der  Fig.  29) 
aus  den  Ecken  des  Hauptdreieckes  auf  dessen  Seiten,  so 
erhält^man  in  dessen  Ecken  und  auf  den  Seiten  Projekti\i- 


B'/ 


-f 

>^^. 

A' 

Fig.  29. 

täten,  die  bezw.  durch  die  Konstanten  j^,  jo,  j-^  charakterisiert 
sein  mögen.  Trifft  ferner  die  Verbindmigslüiie  PP'  in  A, 
B,  C  die  Dreiecksseiten  (in  Fig.  29  ist  B  mit  D'  ver- 
bunden), so  gelten  die  Beziehungen 

j,  =  {BCPxP{)  =  (C  BPPO  =  ^ 


a 


33 


(2)  j,  =  {GAP,Pi)  =  {kCPP') 

j,  =  {ÄBPnP^)=-{BAPP') 


§  16.    Die  kollineare  Beziehung  der  Grnndgebilde  u.  s  f.      153 
Dies  folgt  aus  den  Gleichungen  (1)  von  16.,  wonach 


{BCJE,P,)  = 


U2 


{BCE,P{)  =  ^, 

sowie  aus  Gleichung  (10)  von  5. 

Die  drei  Zahlen  J^,  j.2,  js  heißen  die  Invarianten  der 
KoUineation;  zwischen  ihnen  besteht  der  Zusammenhang 

Zwei  derselben  sind  beliebig  wählbar;  sie  bestinunen  in 
Verbindung  mit  dem  Hauptdreieck  die  ganze  Beziehung. 
Dies  zeigt  auch  ein  Vergleich  mit  Fig.  5. 

93.  Halten  wu-  in  Fig.  29  A,  B,  C  sowie  D  fest, 
während  B'  sich  über  die  Ebene  hinbewegt,  so  entspricht 
jeder  Lage  von  B'  eine  bestimmte  KoUineation.  Es  steht 
mm  nichts  im  Wege,  B'  auf  einer  der  drei  Linien  B  A, 
DjB,  D  C  z.  B.  auf  B  C  anzunehmen.  Dann  erhält  aber  der 
Strahlenbüschel  C  drei  Doppelstrahlen,  da  jetzt  auch  BC 
mit  dem  entsprechenden  Strahle  B^ C  vereinigt  ist:  mithin 
muß  jeder  Strahl  dieses  Büschels  mit  dem  ihm  entsprechenden 
sich  decken.  Eine  immittelbare  Folge  davon  ist,  daß  auch 
jeder  Punkt  der  Doppelgeraden  A  B  mit  seinem  entsprechen- 
den zusanmienfällt.  Es  treten  also  unendlich  viele  Doppel- 
punkte, die  eine  Gerade  {AB)  erfüllen,  und  gleichzeitig 
unendlich  viele  Doppelstrahlen,  welche  einen  Büschel 
C  bilden,  in  der  KoUineation  auf.  Die  bei  einer  kollinearen 
Beziehimg  auf  dem  gleichen  Träger  möglichen  Fälle  lassen 
sich  demnach  wie  folgt  unterscheiden: 

a)  Doppelelemente  treten  nur  in  endlicher  Zahl  (dis- 
kret) auf; 

b)  Es    gibt    unendlich    viele    Doppel  demente,    welche 
zwei  Grundgebilde  erster  Stufe  erfüllen. 

Nachdem  auf  diese  Weise  geometrisch  ein  Überblick 
über  die  möglichen  Fälle  gewonnen  ist,  wollen  wir  dieselben 
aus  den  allgemeinen  Formeln  der  kollinearen  Transformation 
ableiten. 
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Die  Kollineation  mit  einer   endlichen  Zahl   von 
Doppelelementen. 

94.  Beziehen  sich  die  Koordinaten  Xi  und  x'i  auf  das 
gleiche  Koordinatensystem  und  ist  eine  Kollineation  gegeben 
durch  die  Gleichungen 

QXi  =  a^^X^  +  %2'^2  ~r  %3^3 

(4)  Q  X2  =  Ü^^X^  -\-  0,22^2  "1     %3*^3 
O  U/3  —  ^31  ^1   ~i~  ^S2     2   ~i~      33     3 

so  gilt  für  einen  Doppelpunkt  die  Beziehung 

i//j      ——     LA/  tX/^ 

Führen  wir  diese  Werte  in  die  Gleichungen  (4)  ein,  so 
erhalten  wir,  wenn  für  q  fx  wieder  q  geschrieben  wird 

(^11  ^)  "^l  "1"  %2  "^2     1     %3  ^3  =  'J 

(5)  021^^1  +  («22  —  Q)^2+  «23^3  =  0 
^l*^!  "T  %2'^2  "T  (%3  ^)  ^3  ^^  ^ 

Diese  drei  homogenen  Gleichungen  liefern  für  die  Xi  eine 
endliche  Zahl  von  Werten  immer  und  nur,  wenn  die  Deter- 
minante des  Systems  verschwindet,  d.  h.  wenn  man  hat 


"11 


ns 


a.r 


*31 


<%2 


*33 


=  0 


Entwickelt    man    dieselbe    nach    Potenzen    von    q,    so 
resultiert  für  q  die  Gleichung  dritten  Grades 


(6) 
Dabei  ist 


A  =  — {%l+«22  +  %3> 
■^2  =  «11  +  «22  +  «33 

iCti  1  dl  o  Cl-t 


"11 


«oo 


CvQi  d 


'32 
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Die  Oik  sind  wieder  die  Unterdeterminanten,  welche  in 
der  Determinante  der  Substitution  zu  den  a,fc  gehören. 

Jede  Wurzel  der  Gleichung  (6)  liefert  in  das  System 
der  Gleichungen  (5)  eingesetzt  einen  Doppelpunkt  der  Kolli- 
neation,  der  reell  oder  imaginär  sein  wird,  je  nachdem  die 
Wurzel  reell  oder  imaginär  ist.  Nehmen  wir  also  an,  daß 
die  Gleichung  (6)  drei  reelle  Wm'zeln  q^,  q.2,  q^  besitzt,  so 
ergeben  sich  dementsprechend  drei  Doppelpunkte  X^,  X^,  X^. 

95.  Um  ferner  die  Doppelgeraden  der  koUinearen  Be- 
ziehung zu  ermitteln,  gehen  wir  aus  von  der  transponierten 
Substitution  (68.): 


(7) 


e^l 

=  «iili  + 

«sila'-f 

ttzi^s 

Qh 

=  ai2li'  + 

«2212  + 

«32  Is' 

gh 

=  «13^/-f 

«23I2  + 

«33 13' 

der  Bedingimg 

l.= 

/*!/ 

ergibt  sich  dann  genau  die  nämliche  Gleichung  (6).  Die 
drei  Wurzeln  q^,  o.,,  ^3,  derselben  bestimmen  also,  wenn  sie 
alle  drei  reell  sind,  auch  drei  Doppelgerade  Xj^,  x^,  x^^.  Die 
Lagenbeziehung  der  drei  Doppelpunkte  und  drei  Doppel- 
geraden ist  leicht  aufzuklären:  Berechnet  man  zu  einem 
Wurzelwerte  o^  aus  dem  System  (5)  den  zugehörigen  Doppel- 
punkt Xj ,  sowie  zu  einer  Wurzel  0.2  aus  dem  entsprechenden 
System  in  Linienkoordinaten  die  zugeordnete  Doppelgerade  X2 , 
so  finden  wir  durch  Multiplikation  der  Gleichungen  (5)  mit 
^i>  ^2>  ^3  ^^^  ^^^  anderen  Gleichungen  mit  — x^^,  — X2, 
—  x^  sofort 

{Q2  —  Qi)  K  f  1  +  a^a  I2  +  ^3  h)  =  0 
Wenn  folglich 

so  wird  der  zweite  Faktor  verschwinden,  d.  h.  X^  liegt  auf 
X2.  Je  zwei  zu  verschiedenen  Wurzeln  gehörige  Doppel- 
elemente liegen  mithin  in  einander,  X2  enthält  X^  und  Xg 
u.  s.  f.  Je  zwei  Doppelelemente,  die  aus  gleichen  Wurzel- 
werten hervorgehen,  liegen  aus  einander.  Damit  haben  wir 
meder  das  Hauptdreieck  X^  X^  Xg  mit  den  diesen  Ecken 
gegenüberliegenden  Seiten  x^,  x^,  x^  abgeleitet.     Wird  das- 
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selbe  als  Koordinatendreieck  gewählt,  so  kommen  wir  auf 
die  frühere  Darstellung  durch  die  Gleichungen  (1)  von  92. 
zurück. 

Nun  brauchen  allerdings  nicht  alle  drei  Wurzeln  der 
Gleichung  (6)  reell  zu  sein:  eine  reelle  aber  ist  stets  vor- 
handen. Es  folgt  daraus,  daß  bei  einer  Kollineation 
ein  Doppelpunkt  und  eine  nicht  durch  ihn  gehende 
Doppelgerade  unter  allen  Umständen  reell  existieren. 

Sind  die  beiden  übrigen  Wurzeln  der  Gleichung  (6) 
imaginär,  so  gehen  durch  den  einen  reellen  Doppelpunkt 
zwei  imaginäre  Doppelgerade  und  die  eine  reelle  Doppel- 
gerade trägt  zwei  weitere  imaginäre  Doppelpunkte.  Dies 
sind  wieder  die  Doppelelemente  der  in  den  betreffenden 
Gebüden  liegenden  Projektivitäten. 

Als  ein  spezieller  Fall  wird  es  zu  betrachten  sein,  wenn 
z.  B.  zwei  reelle  Ecken  des  Hauptdreiecks  und  damit  auch 
die  zwei  Doppelgeraden  durch  die  gegenüberliegende  Ecke 
zusammenfallen.  Darauf  soll  nicht  weiter  eingegangen  werden. 


Affine,  ähnliche,  kongruente  Systeme. 

96.  Trägt  eine  Ebene  affine  Systeme,  so  wird  die 
unendlich  ferne  Gerade  derselben  in  sich  übergeführt,  also 
fallen  jedenfalls  zwei  Doppelpunkte  ins  Unendliche.  Der 
unendlich  fernen  Doppelgeraden  ist  femer  ein  im  Endlichen 
gelegener  Doppelpunkt  zugeordnet. 

Derselbe  läßt  sich  durch  lineare  Konstruktionen  er- 
mitteln, indem  wii'  die  Eigenschaft  affiner  Felder  benutzen, 
einem  Parallelstrahlenbüschel  wieder  einen  dazu  projektiven 
Parallelstrahlenbüschel  zuzuordnen.  Beide  Büschel  haben 
aber  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte,  nämlich  die 
unendlich  ferne  Gerade,  entsprechend  gemein,  sind  also  über- 
dies perspektiv,  so  daß  entsprechende  Strahlen  sich  auf 
einer  Geraden,  der  Perspektivitätsachse,  begegnen.  Kon- 
struiert man  aber  für  zwei  Paare  entsprechender  Parallel- 
strahlenbüschel diese  Achsen,  so  ist  ihr  Schnittpunkt,  wie 
man  sofort  erkennt,  der  im  Endlichen  gelegene  Doppelpunkt 
der  affinen  Systeme.     (Vergl.  auch  91.) 

Sind  diese  durch  die  Dreiecke  ABC  und  A'JB'C 
bestimmt,   so  entspricht   dem  Strahle  B  C  der  Strahl  B'  C 
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und  der  Pai-allelen  durch  A  zu  B  C  ist  zugeordnet  die 
Parallele  durch  A'  zu  B'  C\  Damit  läßt  sich  die  Perspek- 
ti\'itätsachse  zeichnen,  welche  zu  den  Richtungen  B  C  und 
B'  C  gehört.  Die  gegebenen  Dreiecke  liefern  demnach  drei 
solche  Achsen,  als  deren  gemeinsamer  Schnittpunkt  0  sich 
der  im  Endlichen  gelegene  Doppelpunkt  der  affinen  Systeme 
ergibt.  Die  durch  0  nach  den  unendlich  fernen  Doppel- 
punkten laufenden  Doppelgeraden  können  wie  die  ersteren. 
reeU  oder  imaginär  sein. 

Sollen  die  Systeme  ähnlich  sein,  so  müssen  wir  von 
zwei  ähnlichen  Dreiecken  AB  G  und  A'B' C  ausgehen. 
Durch  die  Reihenfolge  ABC  bezw.  A' B' C  werden  zwei 
Drehungssinne  in  der  Ebene  festgelegt.  Die  Systeme  heißen 
gleichsinnig  ähnlich,  wenn  diese  Sinne  übereinstimmen 
(Fig.  30),  dagegen  ungleichsinnig  ähnlich,  wenn  beide 
Sinne  entgegengesetzt  gerichtet  sind  (Fig.  31). 


Fig.  30. 


Fig.  31. 


Im  ersten  Falle  tragen  entsprechende  Punkte  der  beiden 
Felder  projektive  Strahlenbüschel,  die  im  gleichen  Sinne 
laufen  und  kongruent  sind,  da  ja  irgend  zwei  Gerade  den 
gleichen  Winkel  einschließen  wie  die  entsprechenden. 

In  Fig.  30  ist  nach  der  oben  angegebenen  Methode 
der  im  Endlichen  gelegene  Doppelpunkt  0  der  gleichsinnig 
ähnlichen  Systeme  gezeichnet.  Die  in  0  vereinigten  projek- 
tiven, gleichlaufenden,  kongruenten  Strahlenbüschel  lief em 
als  Doppelstrahlen  nach  57.,  die  Linien  nach  den  imaginärea 
Kreispunkten;  es  folgt  also: 
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Gleichsinnig -ähnliche  Systeme  in  einer  Ebene 
besitzen  einen  im  Endlichen  gelegenen  reellen  Doppel- 
punkt und  als  reelle  Doppelgerade  die  unendlich 
ferne  Gerade.  Die  übrigen^  imaginären,  Doppel- 
elemente sind  die  unendlich  fernen  Kreispunkte  und 
die  von  dem  reellen  Doppelpunkt  aus  nach  ihnen 
gehenden  Geraden. 
Der  Punkt  0  büdet  mit  entsprechenden  Punkten  der 
Ebenen  ähnliche  Figuren,  so  daß  z.  B. 

AOABc^AOA'B'  u.  s.  f. 

Eine  Drehung  um  den  AVinkel  AOA'  bringt  das  eine 
System  in  Perspektive  Lage  zu  dem  zweiten. 

Sind  die  Systeme  ungleichsinnig  ähnlich  (Fig.  31), 
so  läßt  sich  der  Doppelpunkt  0  auf  die  gleiche  Weise  kon- 
struieren. Die  in  ihm  vereinigten  kongruenten  Strahlen- 
büschel laufen  jetzt  aber  nach  entgegengesetzten  Richtmigen 
und  liefern  also  zwei  reelle,  auf  einander  senkrechte  Doppel- 
strahlen m  und  n.  In  diesem  Falle  gehen  durch  den  im 
Endlichen  gelegenen  Doppelpunkt  stets  zwei  reelle  Doppel- 
gerade, welche  im  Verein  mit  der  unendlich  fernen  Geraden 
das  Hauptdreieck  bilden. 

Zeichnet  man  sich  kongruente  Dreiecke  ABC  und 
A'B'  C\  so  werden  die  dadurch  bestimmten  Systeme  kon- 
gruent und  sie  können  wieder  gleichsinnig  oder  ungleich- 
sinnig sein. 

Bei  der  ersten  Voraussetzung  (Fig.  32)  läßt  sich  der 
eine  reelle  Doppelpunkt  wieder  auf  die  gleiche  Art  kon- 
struieren. Derselbe  ist  aber  überdies  der  gemeinsame 
Schnittpunkt  aller  Mittelsenkrechten,  die  man  auf  den 
Strecken  AA%  BB',  CC  u.  s.  f.  errichten  kann.  Eine 
Drehung  um  den  Winkel  AOA'  bringt  die  Systeme  zur 
Deckung. 

Sind  ungleichsinnig  kongruente  Systeme  gegeben  (Fig.  33), 
so  gewinnen  wir  über  die  Doppelelemente  auch  durch  folgende 
einfachere  Betrachtung  einen  Aufschluß.  Es  sei  nämlich  m 
eine  im  Endlichen  gelegene  Doppelgerade  des  Systems,  so 
muß  sie  jedenfalls  mit  entsprechenden  Geraden,  z.  B.  AB 
imd  A'B',  gleiche  Winkel  bilden.  Fällen  wir  also  von  den 
Punkten  A  und  A'  aus  Lote  auf  m,  so  entsprechen  sich 
dieselben  und  ihre  Fußpunkte.     Also  sind  die  Lote  gleich 
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lang,   woraus   weiter  folgt,    daß  m  durch  die  Mitte  A  der 
Strecke  AA'  hindurchgeht.     Eine  Doppelgerade  finden  wir 


mg.  88. 

demnach,  wenn  wir  die  Älitteu  der  Strecken  AA',  BB', 
CC f  ...  verbinden.  Der  unendlich  ferne  Punkt  0'  von  in 
ist  als  Schnittpunkt  mit  der  unendKch  fernen  Geraden  sicher 


Fig.  33. 

ein  Doppelpunkt:  es  ßillt  mit  ihm  aber  auch  der  zweite 
auf  m  vorhandene  Doppelpunkt  zusammen.  Denn  wäre  auf  m 
noch  ein  Doppelpunkt  X  vorhanden,  so  hätte  man: 

XA  =  XA'        XB  =  XB'    XX.  s.  f. 

was  nicht  möglich  ist. 

Auch  die  zweite  Doppelgerade  durch  0  vereinigt  sich 
infolgedessen  mit  der  unendlich  fernen  Geraden, 
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Will  man  die  Systeme  zur  Deckung  bringen,  so  kann 
man  die  Ebene  zuerst  um  m  um  180^  drehen,  wodurch  das 
Dreieck  ABC  in  die  Lage  A" B" C  gelangt.  Dann  ist 
noch  eine  Parallelverschiebung  in  der  Richtung  von  m  mn 
die  Strecke  A" A'  auszuführen. 


Die  Kollineation   mit   unendlich   vielen 
Doppelelementen. 

97.  Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  zweiten  Falle  der 
kollinearen  Beziehung,  wo  unendlich  viele,  auf  einer  Geraden 
angeordnete  Doppelpunkte  vorhanden  sind.  Dann  muß  not- 
wendigerweise eine  Wurzel  q  =  r  der  Gleichung  (6)  existieren 
derart,  daß  für  dieselbe  die  drei  Gleichungen  (5)  sich  auf 
eine  einzige  reduzieren,  welche  diese  Linie  der  Doppelpunkte 
vorstellt.     Ist  also  diese  Gerade  gegeben  durch: 

a^  x^  +  Oj  x.y^  +  «3  %  ==  0 

so  gehen  die  Gleichungen  (5)  aus  ihr  etwa  dadurch  hervor, 
daß  man  diese  Gleichung  mit  drei  Zahlen  ß-^,  ß^,  ß^  multi- 
pliziert. Dies  bedingt  aber  weiter  folgende  Zusammensetzung 
der  Koeffizienten  an  der  Kollineation: 

a^^  —  r  =  /?!  tti  %3  =  ß^  a.;,  a^^  ^  ß^  Og 

%1  =  A  «1        %2  **  =  ß-2  «2  ^23  =  ß2  <^3 

«31=/^3ai  «32  =  A«2       «33  — ^  =  ^3*3 

und  die  Gleichungen  der  Kollineation  werden: 

Qx{=rxi  +  ßiia^x^  +  0.2X2  +  a^x.^) 

(8)  QXi  =  rX2  +   ß2  («1  X^  +  02X2+   Og  iCg) 

QX^  =  rx^  +  ^3  (a^  Xj^  +  03  0^2  +  OgÄ^g) 

Die  Gleichungen  (7)  der  transponierten  Substitution 
nehmen  femer  für  die  obigen  Werte  der  Koeffizienten  a,fc 
die  Form  an: 

Qii  =  r^{+  ai  {ß,i{  +  ß2H+ß^H) 
(9)  ^^2  =  ^l/+  a.iß.^'i^-ßtH+ß.h') 

Qh  =  rH+  a,  {ß,^{  +  ß,i^  +  ßs^^) 
Aus  ihnen  erkennt  man  direkt,  daß 

ßi^(  +ß2H-\-ß,H-0 
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'.  Doppelpunkt  von  der  Eigenschaft,  daß  alle  durch  ihn 
hindurchgehenden  Strahlen  sich  selbst  entsprechen.  Seine 
Punktkoordinaten  sind  ßi,  ß.^,  ß.^.  Die  Determinante  zur 
Berechnung  von  q  wird  femer: 

\ßxa^  +  r  —  Q      ßio^  ßiOs 

i/^3«i  ßs^h  ßs^s  +  r  —  Q 

oder: 

(10)  (q  —  ry{o-r-  {ß,a,  +  ß,a,  +  ß,a,)}  =  0 

Es    zeigt    sich    also,    daß    g  =  r    eine    Doppelwurzel    der 
Gleichung  dritten  Grades  wird;  die  dritte  Wurzel  derselben[ist: 

?  =  ^  +  A«l  +  ß-lfh  +  i^3«3 

Ihr  entspricht  der  Doppelpunkt  {ß^,  ß^,  ß^)  bezw.  die  Doppel- 
gerade (oi,  a.y,  03). 

98.  Um  diese  Transformation  in  möglichst  einfacher 
Darstellung  zu  erhalten,  können  wir  die  isolierte  Doppel- 
gerade als  Koordinatenseite  x^=  0  wählen,  was  a^  =  a,  =  0 
bedeutet,  während  der  isoKerte  Doppelpunkt  in  die  Ecke  Ä^ 
oder  x^  =  0,  rr.,  =  ^  fallt,  also  /?i  =  jö,  =  0  ist.  Die  Glei- 
chungen (9)  verwandeln  sich  dann  in  die  folgenden: 

(11)  QX{=Xi  QXi=X2  QXs  =  CXs 

oder  auch: 

(IIa)  x{ :  Xi  :  xi  =  Xiix^:  cx^ 

Sie  ei^eben  sich  auch  aus  den  Gleichungen  (1)  von  92.  für 
aij^  =  a22-     In  Linienkoordinaten  lauten  sie: 

(12)  Q^2  =  ^{  Qh  =  ^i  Qh  =  cH 

Da  übrigens  die  Form  der  Gleichungen  (8)  die  der 
Gleichungen  (9)  bedingt,  so  ist  damit  der  auch  geometrisch 
leicht  zu  beweisende  Satz  abgeleitet: 

Enthält  eine  Kollineation  drei  in  einer  Geraden 
gelegene  Doppelpunkte,  so  daß  demnach  jeder 
Punkt  dieser  Geraden  sich  selbst  entspricht,  so 
enthält  sie  immer  auch  einen  Büschel  sich  selbst 
entsprechender  Strahlen  und  umgekehrt. 
Wir  behandeln  diese  Beziehung  nun  noch  ausführlicher 
im  Folgenden. 

Doeblemann,  Geometrische  Transformationen.  11 
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§  17.    Die  CentralkoUiueation. 

Bestimmung  einer  Centralkollineation. 
Die  Fluchtlinien. 

99.  Die  soeben  abgeleitete,  kollineare  Beziehimg  in  einer 
Ebene  nennen  wir  eine  „Centralkollineation"  (oder  auch 
Homologie,  ebene  Perspektive),  die  Systeme  „perspektiv- 
kollinear*'  oder  kurz  „perspektiv"  (homolog).  Die  Gerade, 
welche  sich  Punkt  für  Punkt  selbst  entspricht,  heißt  die 
„Achse",  der  Mittelpunkt  des  Strahlenbüschels  der  sich 
selbst  entsprechenden  Strahlen  das  „Centrmn"  der  central- 
koUinearen  Systeme. 


Fig.  34. 

Den  Prozeß  der  Centralprojektion  oder  Perspektive 
müssen  wir  zweimal  im  Räume  zur  Anwendung  bringen, 
um  eine  Ebene  perspektiv-kollinear  auf  sich  selbst  zu  be- 
ziehen. Denn  projizieren  wir  (Fig.  34)  eine  Ebene  e  aus 
dem  Centrum  S  auf  eine  andere  Ebene  e',  so  geht  ein 
Punkt  A  in  Ä',  eine  Gerade  g  in  g'  über.  Wählen  wir 
sodann  irgend  ein  zweites  Centrum  S^  und  projizieren  aus 
diesem  das  ebene  System  e'  wieder  auf  e  zurück,  so  werden 
Ä'  und  g'  in  Ä{  und  g{  übergeführt,  und  man  erkennt  ohne 
weiteres,    daß   g  und  g{  sich    auf  der  Schnittlinie    s  von  e 
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md  e'  begegnen,  während  die  Verbindungslinie  AA{  stets 
liirch  den  Punkt  S  geht,  in  welchem  die  Gerade  SS-^  die 
Kl)ene  e  trifft.  Demnach  sind  die  Systeme  A,  A(  per- 
äpektiv,  und  es  folgt  der  Satz: 

Projiziert  man  ein  und  dasselbe  ebene  System 
aus  zwei  verschiedenen  Punkten  in  eine  neue  Ebene, 
so  erhält  man  in  dieser  perspektive  Systeme.  Die 
Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  wird  die  Achse, 
der  Schnittpunkt  mit  der  Verbindungslinie  der 
beiden  Punkte  wird  das  Centrum  dieser  Central- 
kollineation. 
Von  diesem  einfachen  Satze  werden  wir  später  zahl- 
reiche Anwendungen  machen,  indem  wir  S^  und  auch  S  ins 
Unendliche  fallen  lassen. 

Solche  Perspektive  Systeme  in  einer  Ebene  zeigen  alle 
Eigenschaften  raumlich -perspektiver  Ebenen,  bieten  aber 
außerdem  noch  den  Vorteil  einer  bequemen,  konstruktiven 
Behandlung.  Wir  woUen  dies  näher  ausführen  und  beweisen 
zunächst: 

Eine  Centralkollineation  ist  vollständig  bestimmt 

durch  Centrum,  Achse  und  ein  Paar  entsprechender 

Punkte  oder  entsprechender  Geraden. 

In  Figur  35  a  oder  35b  sei  s  die  Achse,  S  das  Centrum, 

A,  A'  ein  Punktpaar   der  central-koUinearen  Systeme,  das 

natürlich  auf  einem  Strahle  durch  das   Centrum  S  gelegen 

sein  muß.    Daß  die  Verwandtschaft  dadurch  gerade  bestimmt 

ist,    folgt    aus    den    Betrachtungen   von    93.,    wo    wir   eine 

Kollineation  durch  das  Hauptdreieck  der  Doppelpunkte  und 

ein   Punktpaar   D,  D'    festlegten.      Ging   DD'   diurch    den 

Doppelpunkt   C,    so    erhielten  wir  eine  Centralkollineation, 

deren  Achse  AB  und  deren  Centrum  C  war. 

Um  nun  weitere  Elemente  der  central -kollinearen  Be- 
ziehimg zu  konstruieren,  müssen  wir  die  beiden  charakteri- 
stischen Eigenschaften  derselben  im  Auge  behalten: 

Je  zwei  entsprechende  Pimkte  liegen  auf  einem 
Strahle  durch  das  Centrum; 

Je  zwei  entsprechende  Gerade  schneiden  sich  auf 
der  Achse  der  Centralkollineation. 
Denn    ist    X    irgend    ein    Punkt,    so    entspricht    der 
Strahl  SX  sich  selbst,  muß  also  auch  den  Punkt  X'  tragen; 

11» 
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ist  X  irgend  eine  Gerade^  so  fällt  der  Schnittpunkt  {sx)  mit 
seinem  entsprechenden  zusammen,  d.  h.  x  und  x'  begegnen 
sich  auf  der  Achse  s.  \ 

100.    Wir  lösen  nun,  ausgehend  von  dieser  Bestimmung] 
einer  Centralkollineation,  folgende  Aufgaben: 

a)  Zu  einem  gegebenen  Punkte  oder  zu  einer  j 
gegebenen  Geraden  das  entsprechende  Element  zu] 
konstruieren; 

b)  die  beiden  Fluchtlinien  zu  zeichnen. 
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Fig.  35  a. 

Ad  a)  Ist  zu  einem  Punkte  B  der  entsprechende  zu' 
finden,  so  verbinden  wir  JB  mit  dem  gegebenen  Punkte  A 
und  konstruieren  den  Schnittpunkt  dieser  Verbindungslinie 
mit  der  Achse  s.  Durch  diesen  muß  auch  die  Verbindungs- 
linie A' B'  gehen,  und  der  Strahl  SB  schneidet  demnach 
aus  ihr  den  gesuchten  Punkt  B'  aus  (Fig.  35  a). 

Ist  dagegen  zu  einer  beliebig  gegebenen  Geraden  a  die 
entsprechende  a'  zu  zeichnen,  so  verschaffen  wir  uns  durch 
A  und  A'  irgend  zwei  entsprechende  Gerade  (z.  B.  AB 
und  A'B').  Dem  Schnittpunkt  von  a  mit  AB  entspricht 
der  Schnittpunkt  von  a'   mit  A'B',   und   da   a'  außerdem 
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lurch  den  Schnittpunkt  (as)  gehen  muß,  so  ist  diese  Gerade 
lamit  gefunden. 

Wie  man  verfährt,  wenn  die  Centralkollineation  statt 
iureh  zwei  entsprechende  Punkte  durch  zwei  entsprechende 
Grerade  (z.  B.  a  und  a')  festgelegt  ist,  ergibt  sich  durch 
inaloge  Überlegungen. 

Ad  b)  Die  Fluchtlinien  (oder  auch  Gegenachsen) 
sind    diejenigen    Geraden,    welche    der    unendlich    fernen 
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Fig.  35  b. 


Geraden  der  Ebene  entsprechen.  Bezeichnen  wir  also  die 
uneigentliche  Gerade  der  Ebene  mit  u  oder  v',  je  nach- 
dem wir  sie  zu  dem  einen  oder  anderen  Systeme  rechnen, 
so  entsprechen  ihr  zwei  Gerade  u'  und  v.  Nun  müssen 
sich  wieder  m  und  u  auf  der  Achse  s  begegnen,  m  trifft 
aber  s  im  unendlich  fernen  Punkt;  folglich  ist  u'  jeden- 
falls parallel  zu  s,  und  das  Gleiche  gilt  für  die  Flucht- 
linie V,  Da  also  die  Fluchtlinien  parallel  zur  Achse  s  der 
Kollineation  verlaufen,  so  genügt  es,  von  jeder  noch  einen 
Punkt  zu  bestimmen. 
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Ziehen  wir  zu  diesem  Zwecke  durch  S  irgend  einen 
Strahl,  z.  B.  die  Senkrechte  zu  s,  und  bezeichnen  deren 
unendlich  fernen  Piuikt  mit  U  bezw.  V  (Fig.  35a  und  b). 
Verschaffen  wir  uns  dann,  ganz  wie  oben,  die  Punkte  U' 
und  V  vermittelst  der  Hilfslinien  x  und  x' ,  y  und  y' ,  so 
gehen  durch  diese  Punkte  die  Fluchtlinien  u'  und  v 
parallel  zu  s. 

Um  ferner  über  die  gegenseitige  Lage  von  S  und  s 
einerseits  und  der  beiden  Fluchtlinien  v,  u'  andererseits 
einen  Aufschluß  zu  gewinnen,  bezeichnen  wir  mit  Sq  den 
Schnittpunkt  der  Senkrechten  durch  S  mit  s   und  erhalten:  | 

{suvs,)  =  {su'rs,) 


oder: 

also  auch: 
und  ebenso: 
d.h.: 


SV  _  U'Sq 

S  Sq  SSq 

SV  =  U'So 

su'=  rSo 


Das  Kollineationscentrum  ist  von  der  einen 
Fluchtlinie  ebensoweit  entfernt  (auch  mit  Rücksicht 
auf  die  Vorzeichen)  wie  die  Kollineationsachse  von 
der  anderen  Fluchtlinie. 

Die   Charakteristik  einer  Centralkollineation. 

101.  Aus  diesen  Konstruktionen  können  wir  noch 
weitere  Folgerungen  ziehen.  Alle  Strahlen  des  Büschels  S 
entsprechen  sich  selbst,  tragen  also  projektive  Punktreihen, 
und  die  Doppelpunkte  derselben  sind  der  Punkt  S  sowie 
der  Schnittpunkt  mit  s,  der  für  den  Strahl  ÄÄ'  mit  Ag 
bezeichnet  werden  möge.  Ebenso  trägt  jeder  Punkt  der 
Achse  s,  wie  z.  B.  G  (Fig.  35  a),  projektive  Strahlenbüschel, 
deren  Doppelstrahlen  die  Achse  s  und  die  Verbindungslinie  g^ 
von  6r  mit  S  sind. 

Nun  haben  wir  bereits  in  51.  gesehen,  daß  für  zwei 
projektive  Gebilde  erster  Stufe  auf  dem  gleichen  Träger 
das  Doppelvcrhältnis,  welches  je  zwei  entsprechende  Elemente 
mit    den   Doppelelementen    bilden,    einen    unveränderlichen 
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Wert   hat.     AVir   können    demnach   aus  Figur  35  a  die  Be- 
ziehungen ableiten: 

;■  =  [SÄoAÄ')  =  {SAiÄiÄ{)  u.  s.  f. 

=  {SBoBB')  =  {SBoSiB{)  u.  s.  f. 
=  {9osgg')    =  {gos gig{)  u.  s.  f. 


^iSSoVV) 


d.h. 


SU' 
SV 


Eine  Centralkollineation  besitzt  eine  Invariante; 
diese  gibt  das  konstante  Doppelverhältnis,  welches 
sowohl  irgend  zwei  entsprechende  Punkte  als  auch 
irgend  zwei  entsprechende  Strahlen  mit  dem  Cen- 
trum und  der  Achse  der  Kollineation  bilden.  Der 
Wert  dieser  Invariante  wird  auch  durch  die  Quo- 
tienten    "       oder  -^-^  dargestellt. 

In  den  Gleichungen  (IIa)  von  98.,  welche  in  der  ein- 
fachsten Form  eine  Centralkollineation  zum  Ausdruck  bringen, 
ist  die  Konstante  c  identisch  mit  der  Invarianten  ;'.  Gleich- 
zeitig gibt  c  den  Wert  der  Determinante  dieser  Substitution. 
Die  Invariante  ;  heißt  auch  die  „Charakteristik"  der  Kol- 
lineation. 

102.  In  der  Tat  kann  man  vermittelst  der  Werte  von/ 
die  verschiedenen  Typen  dieser  Verwandtschaft  unterscheiden. 
So  besteht  der  Unterschied  zwischen  den  in  den  Figuren  35  a 
und  35b  zu  Anschauung  gebrachten  Fällen  lediglich  in  dem 
Vorzeichen  von  ;':  im  ersten  Falle  werden  entsprechende 
Punkte  wie  Ä  und  Ä'  durch  S  und  s  nicht  getrennt,  eben- 
sowenig entsprechende  Gerade  g  und  g' ,  j  ist  positiv:  im 
zweiten  Falle  dagegen  trennen  S  und  s  jedes  Paar  ent- 
sprechender Elemente;  j  hat  einen  negativen  Wert. 

Man  kann  auch  leicht  übersehen,  in  welcher  Weise 
durch  die  Centralkollineation  die  einzelnen  Gebiete  der 
Ebene  auf  einander  abgebildet  werden.  Es  entspricht  z.  B. 
dem  unendlichen  Teil  der  Ebene  e,  der  sich,  von  der 
Achse  s  beginnend,  jenseits  S  bis  ins  Unendliche  erstreckt, 
oder  kurz  der  den  Punkt  S  nicht  enthaltenden  Halbebene  e 
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Fig.  36  a. 


Fig.  36  b. 
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LH  der  Ebene  e  der  Streifen  zwischen  s  und  u,  wie  dies 
in  den  Figuren  36a  und  36b  angedeutet  ist.  Dieser  Streifen 
(1  -treckt  sich  von  s  aus  in  der  gleichen  Richtung  wie  die 
Halbebene  (Fig.  36  a)  oder  in  entgegengesetzter  Richtung 
I J  ig.  36b),  je  nachdem  die  projektiven  Punktreihen  auf  den 
Strahlen  des  Busches  S  gleichen  oder  entgegengesetzten 
Sinn  haben. 

Isty  =  +  1  und  setzen  wir  voraus,  daß  S  und  s  nicht 
in  einander  liegen,  so  müßte  jedes  Element  mit  seinem  ent- 
sprechenden sich  decken,  und  man  erhält  eine  Identität. 

Nimmt  j  den  Wert  —  1  an,  so  werden  je  zwei  zu- 
geordnete Elemente  durch  Centrum  und  Achse  harmonisch 
getrennt. 

Zu  einer  ausgearteten  Centralkollineation  führt  die  An- 
nahme y  =  0 ,  womit  gleichzeitig  auch  die  Determinante  der 
Substitution   (IIa)   verschwindet,   da  jaji=c.     Dann    ent- 


spricht jedem  Punkte  A  der  Schnittpunkt  Aq  von  SA 
mit  s,  jeder  Geraden  entspricht  stets  die  Achse  s. 
Es  wird: 

S^U'-^O     und     SV=0 

der  vorhin  erwähnte  Streifen  ist  auf  die  Achse  s  zusammen- 
geschrumpft.   Alle  Punkte  und  Geraden  werden  aus  S  auf  s 
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projiziert:  die  ganze  Ebene  wird  durch  diese  Perspektive 
auf  die  Gerade  s  abgebildet.  Nur  das  Centrum  S  und  die 
Punkte    von    s    entsprechen    sich    selbst.       Wir    erwähnen 

diese  Substitution  mit  ver- 
schwindender Determinante 
namentlich  deswegen,  weil 
ihr  räumliches  Analogen  (die; 
Perspektive  im  ßaume)  die 
künstlerisch  wichtigste,  geo- 
metrische Transformation 
liefern  wird. 

Das  Centrum  S  kann  end- 
lich auch  auf  der  Achse  s 
gelegen  sein.  Dies  ändert 
nichts  an  der  oben  durchge- 
führten Bestimmung  der  cen- 
trisch -kollinearen  Systeme. 
Auf  jedem  Strahl  durch  5 
und  für  jeden  Punkt  von  s 
fallen  die  Doppelelemente  der  Punktreüien  bezw.  des  Strahlen- 
büschels in  dem  Punkte  S  bezw.  der  Achse  s  zusammen,  die 
Konstante  j  der  CentralkoUineation  hat  den  Wertl.  Aus  den 
ebenso  durchzuführenden  Konstruktionen  (Fig.  37  a  oder  37b) 
erkennt  man  auch  sofort,  daß  in  diesem  Falle  die  Flucht- 
linien symmetrisch  zu  s,  gleichweit  auf  beiden  Seiten  ent- 
fernt, liegen. 


Fig.  37b. 


§  18.    Spezielle  Kollineationen. 
Spezielle  Fälle    der  CentralkoUineation.  1 

103.  Spezialisierungen  der  CentralkoUineation  im  metri- 
schen Sinne  ergeben  sich,  wenn  wir  das  Centrum  oder  die 
Achse  der  Kollineation  zum  Unendlichfernen  in  eine  be- 
sondere Beziehung  bringen.  Dies  kann  auf  folgende  Weise 
geschehen : 

a)  das  Centrum  S  liegt  im  Unendlichen ; 

b)  die  Achse  s  liegt  im  Unendlichen; 

c)  Centrum  und  Achse  liegen  im  Unendlichen. 

a)  Bei  einem  unendlich  fernen  Kollineation scentrum  S 
(Fig.  38)  laufen  alle  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
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'  A',  B,  B',  ...  der  kollinearen  Systeme  zu  einer  ge- 
■nen  Richtung  parallel.  Unter  den  sich  selbst  ent- 
-|  rechenden  Strahlen  des  Büschels  S  befindet  sich  aber 
auch  die  unendlich  ferne  Gerade,  oder  mit  anderen  Worten: 
die  unendlich  fernen  Geraden  der  beiden  Felder  entsprechen 
( iiiander:  jedem  unendlich  fernen  Punkte,  z.B.  dem  von  BC, 


Hg.  38. 


entspricht  wieder  ein  imendlich  ferner  Punkt,  nämlich  der 
von  B'  C.  Mithin  sind  die  beiden  Systeme  affin:  wir 
bezeichnen  sie  als  „affin -perspektiv".  Die  parallelen  Linien 
ÄA',  BB' ,  ...  geben  die  sogenannte  „Richtung  der  Affini- 
tat",  während  s  die  „Achse  der  Affinität"  genannt  wird. 
Für  die  Invariante  ;  dieser  Centralkollineation  erhalten  wir : 


j  =  {SA^ÄA')  = 


AqA'  _ 
AoA       BoB 


BoB' 


Je  zwei  entsprechende  Punkte  bilden  also  in  diesem  Falle 
mit  der  Achse  s  ein  konstantes  Streckenverhältnis. 

Da  die  Ebenen  affin  auf  einander  bezogen  sind,  so  muß 
nach  86.  das  Verhältnis  der  Flächeninhalte  entsprechender 
Figuren  einen  unveränderlichen  Wert  haben:  derselbe  ist 
gegeben  durch: 
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AAAqG 
AA'AqG 


Die  Richtung,  in  der  das  Centrum  S  liegt,  können  wir 
auch  senkrecht  zur  Achse  s  wählen.  Dies  liefert  die  affinen 
Systeme,  wie  sie  in  der  darstellenden  Geometrie  sehr  bekannt 
sind.  Sie  entstehen  dadurch,  daß  man  ein  ebenes  System 
in  eine  zweite  Ebene  orthogonal  proji^iiert  und  gleichzeitig 
in  diese  Ebene  umklappt.    (Ausführlicheres  darüber  in  §  21.) 

Ist  j  negativ  und   ==  — 1,  so  wird: 


AqA AqA  , 


JBoB 


JBoB', 


die  beiden  ebenen  Systeme  sind  „schief  symmetrisch" 
für  s  als  Symmetrieachse.  Die  Flächeninhalte  entsprechender 
Figuren  unterscheiden  sich  nur  durch  das  Vorzeichen. 

Steht  die  Richtung,  in  der  S  liegt,  senkrecht  auf  der 
Achse  s,  so  geht  diese  schiefe  Symmetrie  in  die  gerade 
über:  die  beiden  Systeme  werden  kongruent  mit  entgegen- 
gesetztem Sinne.  Dreht  man  die  eine  Ebene  um  180*^  um 
die  Achse  s,  so  decken  sich  die  Systeme  Element  für  Element. 


Fig.  39. 

Wählen  wir  S  auf  der  Achse  s  im  Unendlichen,  so 
entspricht  dies  dem  Werte  1  der  Invariante  j.  In  der  Tat 
ist  (Fig.  39): 

AAGH         _1 

AA'GH"     ~  j 
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Die    beiden  Systeme    sind  affin -gleich  und  gleichzeitig 

Iin   perspektiver   Lage.     Entsprechende  Figuren   bestimmen, 
auch  dem  Sinne  nach,  den  gleichen  Flächeninhalt. 

b)  Benutzen  wir  die  unendlich  ferne  Gerade  als  Achse  s 
der    Kollineation,    so    werden    (Fig.    40  a    und    40b)    ent- 


Fig.  40  a. 


Fig.  40  b. 


sprechende  Gerade  wie  AB  und  A'B',  BC  und  B' C  u.  s.f. 
sich  stets  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  begegnen 
müssen,  d.  h.  es  ist: 

AB-^A'B' 

AC-W-A'C  u.s.f. 

Die  ebenen  Systeme  sind  „ähnlich"  und  liegen  per- 
spektiv.  Sie  heißen  ähnlich  und  ähnlich  gelegen.  Nur  der 
Maßstab  unterscheidet  die  beiden  Ebenen  und  zwar  gibt: 


j  =  {SA,AA')  = 


SA 
SA' 


die  „Verjüngung"  an.  Ist  j  positiv,  so  haben  die  Systeme  S 
als  äußeren  Ahnlichkeitspunkt  (Fig.  40a);  für  ein  negatives/ 
ist  S  innerer  Ahnlichkeitspunkt  (Fig.  40  b);  fiir  j  =  —  1 
werden  die  Systeme  kongruent;  eine  in  der  Ebene  aus- 
zuführende Drehung  um  180*^  genügt,  sie  zur  Deckung  zu 
bringen  (Symmetrie  in  bezug  auf  einen  Punkt). 
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c)    Liegen  S  und  s   im   Uneudlichen,    so    sind   wieder] 
entsprechende  Gerade  parallel,  also  (Fig.  41): 

AC^A'C 

u.  s.  f. 

und  die  beiden  Systeme 
werden  kongruent.  Eine 
Verschiebung  (Translation) 
um  die  Strecke  ^^' bringt 
sie  zum  Zusammenfallen. 
Auf  diese  Weise  haben 
Fig.  41.  sieh  die  elementaren  Ver- 

wandtschaften der  Ähn- 
lichkeit, Gleichheit,  Kongruenz  und  Symmetrie  als  spezielle 
Fälle  der  kollinearen  Beziehung  herausgestellt. 


Ein  Satz  über  Perspektive  Ebenen. 

104.  Endlich  wollen  wir  noch  einen  Satz  kennen 
lernen,  der  einen  unmittelbaren  Zusammenhang  zwischen 
zwei  räumlich  Perspektiven  Ebenen  und  zwischen  Per- 
spektiven Systemen  in  einer  Ebene  aufdeckt,  indem  er 
zeigt,  wie  diese  letzteren  aus  räumlich- Perspektiven  Ebenen 
als  Grenzfall  hervorgehen. 

Denken  wir  uns  zunächst  zwei  kollineare  Ebenen  e  und  e' 
im  Eaume  so  gelegen,  daß  jeder  Punkt  der  Schnittlinie  s  der 
beiden  Ebenen  sich  selbst  entspricht.  Sicher  müssen  dann 
entsprechende  Gerade  g  und  g'  von  e  imd  e'  sich  im  gleichen 
Punkte  von  s  begegnen  (vergl.  etwa  Fig.  21)  und  die  Punkt- 
reihen auf  g  und  g'  werden  mithin  perspektiv  sein,  da  im 
Schnittpunkte  der  beiden  Träger  entsprechende  Punkte  ver- 
einigt liegen.  Die  V^erbindungslinien  zugeordneter  Punkte 
von  g  und  g'  laufen  demnach  durch  einen  Punkt,  das 
Centrum  der  Perspektivität.  Greifen  wir  nun  aber  drei 
Paare  entsprechender  Geraden  heraus  g,  g\  h,  h%  i,  V  und 
beachten,  daß  dem  Schnittpunkt  zweier  Geraden  g  und  /* 
in  der  kollinearen  Beziehung  wiederum  der  Schnittpunkt  der 
entsprechenden  Geraden  g'  und  h'  zugewiesen  sein  muß,  so 
folgt  ohne  weiteres,  daß  der  Schnittpunkt /S  der  drei  Ebenen 
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gg^,  {hh^,  (i»0  für  die  drei  Geradenpaare  das  gemeinsame 
Perspektivitatscentrimi  sein  muß.  Die  gleiche  Schliißweise 
zeigt  dann  aber  auch,  daß  für  jedes  weitere  Paar  entsprechender 
Geraden  l,  V  das  Centram  der  Perspektiven  Beziehimg 
wieder  nach  S  fällt  oder  mit  andern  Worten:  die  beiden 
Ebenen  liegen  selbst  perspektiv.  Wie  früher  (98.)  für  einer 
Ebene  angehörige  Systeme  haben  wir  jetzt  also  auch  für 
zwei  getrennt  liegende  Ebenen  den  Satz  gefunden: 

Haben  zwei  im  Raum  liegende  kollineare  Ebenen 
ihre  Schnittlinie  Punkt  für  Pimkt  entsprechend  ge- 
raein, so  liegen  sie  perspektiv,  d.  h.  alle  Verbin- 
dungslinien entsprechender  Punkte  gehen  durch 
einen  Punkt. 

105.  Diese  Betrachtung  war  ganz  unabhängig  von  dem 
Winkel,  den  die  beiden  Ebenen  einschlössen :  sie  gut  immer, 
sofern  die  Ebenen  nur  nicht  zusammenfallen.  Es  ist  auch 
nicht  schwer,  den  Ort  der  Centreu  der  Perspektivität  für 
alle  moghchen  Neigungen  anzugeben. 
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Fig.  42. 


Denken  wir  uns  für  irgend  eine  Lage  der  beiden  Ebenen 
e  und  e'  das  Centrum  S  der  Perspektivität  konstruiei't  und 
legen  wir  durch  dasselbe   eine  Ebene,   normal  zur  Schnitt- 
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Knie  s  der  beiden  Ebenen.  Der  in  dieser  Ebene  entstehende 
Durchschnitt  findet  sich  in  der  Fig.  42  (als  Aufriß)  gezeichnet, 
während  die  feste  Ebene  e  als  Grundrißebene  dient.  S^  und  S.y 
sind  die  beiden  Risse  des  Centrums  S.  Die  durch  diesen 
Punkt  gehenden  Parallelebenen  zu  e  und  e'  liefern  die  Flucht- 
linien in  diesen  beiden  Ebenen:  Sie  erscheinen  als  die 
Punkte  ^2  und  Mg  in  unserer  Zeichnung.  Da  nun  die  Zu- 
weisung der  einzelnen  Elemente  der  beiden  Ebenen  überhaupt 
eine  feste  ist,  so  bleiben  auch  die  Fluchtlinien  in  den  Ebenen 
e  und  e'  imveränderlich  und  es  ist,  wie  man  auch  die  Ebene  e' 
in  ihrer  Stellung  fixiert 

S^  V2  =  Mg  ^2  =  konst.  i 

Demnach  beschreibt  der  Punkt  S  einen  Kreis,  der  in  der 
genannten  Lotebene  liegt  und  den  Punkt  So  zum  Mittel- 
punkt, die  unveränderliche  Distanz  u^  s^  der  Fluchtlmie  von  So 
aber  zum  Radius  hat.  Dieser  Kreis  begegnet  der  festen 
Ebene  in  zwei  Punkten  S  und  S^,  die  den  Lagen  ent- 
sprechen, wo  die  gedrehte  Ebene  e'  auf  der  einen  oder 
andern  Seite  mit  der  festen  Ebene  e  zusammenfallt.  In 
diesem  Falle  verlieren  die  soeben  durchgeführten  Betrach- 
tungen ihre  Giltigkeit,  dafür  tritt  der  schon  in  98.  bewiesene 
Satz  in  seine  Rechte,  nach  dem  die  Systeme  wieder  perspektiv 
sein  müssen.     Da  ferner  aus  der  Figur  folgt,  daß 

SF=  ü'So 

SÜ'=VSo 

so  können  wir  daraus  schließen,  daß  die  Schnittpunkte  S  j 
bezw.  S^  des  erwähnten  Kreises  mit  der  Ebene  e  auch  für  j 
diese  Übergangsfälle  das  Centrum  der  Perspektivität  liefern. 
Man  übersieht  auch  unschwer,  wie  sich  dieser  Satz  modifiziert, 
wenn  man  zwischen  den  Ebenen  e  und  e^  eine  affine  Ver- 
wandtschaft voraussetzt,  während  die  Schnittlinie  s  sich 
wieder  Punkt  für  Punkt  selbst  entspricht.  Dann  liegt  das 
Centrum  S  der  Perspektivität  für  jede  Lage  der  Ebene  «' 
im  Unendlichen.  Denn  betrachten  wir  (Fig.  43)  eine  Gerade  g 
der  Ebene  e  und  die  entsprechende  Gerade  g'  der  Ebene  e\ 
Einem  Punkte  Ä  von  g  ist  ein  Punkt  Ä^  von  g'  zugewiesen. 
Bei  der  Drehung  der  Ebene  e^  beschreibt  der  Punkt  J.' 
einen  Kreis,  dessen  Bild  (im  Aufriß)  in  der  Figur  eingetragen 
ist.    Das  Centrum  S  der  Perspektivität  erhalten  wir  für  jede 
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Lage  der  Ebene  e'  in  dem  unendlich  fernen  Punkte  der 
Verbindungslinie  AA'.  Vereinigt  sich  die  Ebene  z'  auf 
der  einen  oder  anderen  Seite  mit  £,  so  nimmt  das  Centram 
der  auch  in  diesem  Falle  Perspektiven  Systeme  die  Lagen  S 


Fig.  43. 


bezw.  S^  an.  Die  Linien  von  A  nach  den  Punkten  des 
Kreises,  den  A'  beschi-eibt,  erfüllen  einen  Kegel  zweiter 
Ordnung,  und  auf  ihm  liegt  in  unendlicher  Feme  der  Ort 
der  Centra  S. 

Diese   Ergebnisse   können   wir,    wie    folgt,   zusammeu- 
t:i-sen: 

Liegen  zwei  kollineare  Ebenen  im  Räume  per- 
spektiv  und  dreht  man  die  eine  Ebene  um  die 
Schnittlinie  der  beiden  in  die  andere,  ohne  die  Punkte 
der  Schnittlinie  aus  ihrer  Lage  zu  bringen,  so  sind 
die  Systeme  in  dieser  Ebene  wiederum  perspektiv 
und  das  Centrum  dieser  Centralkollineation  liegt  im 
Endlichen  oder  Unendlichen,  je  nachdem  das  Gleiche 
bei  den  räumlich-perspektiven  Ebenen  der  Fall  war. 


Doehlemann,  Geometrische  Transformationen. 
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Kürzer  läßt  sich  dieser  in  der  darstellenden  Geometrie 
fortwährend  zur  Anwendung  kommende  Satz  wie  folgt  aus- 
sprechen: 

Projiziert  man  ein  ebenes  System  in  eine  neue 
Ebene  und  klappt  es  auch  in  diese  um,  so  sind  die 
beiden  dadurch  entstehenden  Systeme  perspektiv  und 
insonderheit  affin-perspektiv  bei  Anwendung  einer 
Parallelproj  ektion . 

Die  involutorische  Kollineation. 

106.  Als  einen  besonders  interessanten  Fall  der  pro- 
jektiven Beziehung  auf  dem  gleichen  Träger  haben  wir  bei 
den  einförmigen  Grundgebilden  die  involutorische  kennen 
gelernt.  In  der  Absicht,  die  entsprechenden  Betrachtungen 
für  kollineare  Felder  durchzuführen,  stellen  wir  ims  folgende 
Fragen:  Kann  eine  kollineare  Beziehung  einzelne,  sich  in- 
volutorisch  entsprechende  Elemente  enthalten?  Kann  sie 
aus  lauter  involutorisch  gepaarten  Elementen  bestehen  und 
unter  welchen  Bedingungen  tritt  dieser  Fall  ein? 

Ermitteln  wir  durch  direkte  Konstniktion  die  einzelnen 
Möglichkeiten!  Zunächst  sei  ein  Punktpaar  vorhanden,  das 
sich  in  doppelter  Weise  entspricht.  Bezeichnen  wir  den 
einen  Punkt  mit  A  und  gleichzeitig  mit  JB',  so  muß  der 
andere  Punkt  die  Buchstaben  A'  und  S  erhalten.  Femer 
seien  zwei  weiteren  Punkten  C  und  D  beliebig  die  Punlite 
C  und  D'  zugewiesen.  Die  Quadrupel  A,B,  C,D  und 
A',  B\  C,  D'  bestimmen  dann  zwei  Netze  und  dadurch  sicher 
auch  eine  Kollineation.  In  dieser  entspricht  die  Verbin- 
dungsgerade AJB  sich  selbst,  ist  also  eine  Doppelgerade. 
Da  ferner  das  Auftreten  eines  einzigen  involutorischen 
Elementenpaares  bei  den  Grundgebilden  erster  Stufe  als  hin- 
reichende Bedingung  für  ein  durchweg  involutorisches  Ent- 
sprechen erkannt  wurde  (59.),  so  trägt  diese  Doppelgerade 
überhaupt  eine  Punktinvolution.  Deren  Doppelpunkte  können 
reell  oder  imaginär  sein.  Immer  reell  vorhanden  ist  aber  (95.) 
noch  ein  weiterer,  außerhalb  AB  gelegener  Doppelpunkt 
der  kollinearen  Beziehung  und  weil  entsprechende  Punkt- 
])aare  der  Doppelgeraden  aus  diesem  Doppelpunkte  doch 
durch  entsprechende  Strahlenpaare  projiziert  werden,  so  muß 
dieser  Doppelpunkt  eine  Involution  von  Strahlenpaaren  tragen. 
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Weitere  involutorische  Elementenpaare  wird  die  Kollinea- 
tion  im  allgemeinen  nicht  enthalten.     Es  folgt  demnach: 

Eine  koUineare  Beziehung  kann  auf  einer  Seite 
des  Hauptdreieckes  und  in  der  gegenüberliegenden 
Ecke  involutorische  Gebilde  besitzen. 
Für  diese  Kollineation,  die  man  als  teilweise  involuto- 
risch  bezeichnen  könnte,  besitzt  eine  der  drei  Invarianten 
den  Wert  —  1 ,  das  Produkt  der  beiden  anderen  ist  mithin 
ebenso  groß. 

107.  Treten  noch  weitere  involutorische  Elementenpaare 
auf,  so  wird,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen,  die  ganze  Ver- 
wandtschaft eine  involutorische. 

Es  seien  nämlich  (Fig.  44)  auf  zwei  verschiedenen  Ge- 
raden zwei  involutorische  Punktpaare  angenommen:    Ä,  B' 


Flg.  44. 

und  A%  B  einerseits,  C,  D'  imd  C,  D  andererseits.  Die 
beiden  Quadrupel  Ä,  B,  C,  D  imd  Ä',  B%  C,  B'  genügen 
zur  Bestimmung  zweier  Netze  und  damit  auch  zur  Festlegung 
einer  kollinearen  Beziehung.  Jede  der  Verbindungslinien 
AB  und  CD  entspricht  sich  dann  involutorisch.  Ihr  Schnitt- 
punkt S  muß  folglich  ein  Doppelpunkt  sein  (dem  Punkte 
\x,  y)  ist  zugewiesen  der  Punkt  {x',  y') )  und  die  gleiche 
Schluß  weise  läßt  erkennen,  daß  auch  die  Punkte  G  und  Hj 
die  beiden  anderen  Nebenecken  des  vollständigen  Viereckes 
AB  CD,  Doppelpunkte  sind.  Die  Schnittpunkte -4o  und  Cq 
von  GH  mit  den  beiden  involutorischen  Geraden  decken 
sich  infolgedessen  ebenfalls  mit  ihren  entsprechenden,  mithin 
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besteht  die  Linie  GH  aus  lauter  Doppelpunkten,  die  Be- 
ziehung erscheint  als  Centralkollineation  mit  S  als  Centrum 
und  GH  oder  s  als  Achse.  Für  die  Invariante  derselben 
finden  wir  den  Wert 

Es  entsprechen  sich  also  irgend  zwei  Punkte  uud  ii-gend 
zwei  Gerade  involutorisch  und  entsprechende  Elemente  liegen 
stets  harmonisch  zu  S  und  s.  Die  Systeme  nennen  wir 
„harmonisch-perspektiv",  die  Beziehung  eine  „harmo- 
nische Centralkollineation".  Dafür  findet  man  auch  deu 
Namen:  harmonische  Homologie. 

Sollen  umgekehrt  Perspektive  Systeme  in  einer  Ebene 
durchweg  einen  involutorisch en  Charakter  zeigen,  so  ist 
(vergl.  55.)  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür 
p  =  \,  also  j  =  —  1.  Damit  sind  wir  aber  zu  dem  ein- 
fachen Resultat  gelangt: 

Wenn  in  einer  kollinearen  Beziehung  einer  Ebene 
auf  zwei  verschiedenen  Geraden  je  ein  involutorisch 
sich  entsprechendes   Punktpaar  oder  in  zwei   ver-  ; 
schiedenen  Punkten  je  ein  involutorisches  Strahlen- 
paar vorhanden  ist,  so  ist  die  Beziehung  durchweg 
involutorisch    und    besteht    in    einer    harmonischen 
Centralkollineation.     Je  zwei    zugeordnete  Elemente 
trennen    Achse    und    Centrum    harmonisch.       Dies 
ist  die  einzige  Möglichkeit,    wie    man   eine    Ebene 
kollinear  und  gleichzeitig  durchweg  involutorisch 
auf  sich  selbst  beziehen  kann. 
In  involutorisch-kollinearen  Systemen  muß  auch  der  un- 
endlich   fernen  Geraden    eine    uud    nur    eine   Gerade    ent- 
sprechen, die  beiden  Fluchtlinien  fallen  zusammen  in  eine 
Gerade  w',  v  (Fig.  46)  welche  wegen 

{SSo  ÜU')  =  —1 

in  der  Mitte  zwischen  8  und  s  verlaufen  muß,  so  daß  also 

SU':^  U'So 

Die  Gleichungen  (IIa)  von  98,  endlich  gehen  für  involutorische 
Systeme  über  in 

Q  Xi  =  Xy  Q  X2  =  X2  Q  X^  =  —  X^ 


II 
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oder  /././_ 

Xi  l  30^  '.  X^  —  X\^  !  üJg  X  3/3 

Liegt  S  im  Unendlichen,  so  erhält  man  affin -involutorische 
Systeme  und  zwar  in  schief  symetiischer  Lage.  Es  wird 
(vergl.  103.  a) 

A.A^  =  A^  A. 

BBo  =  BqB'    U.S.  f. 

Die  involutorische  Kollineation  stellt  den  speziellsten 
Fall  solcher  Kollineationen  dar,  die  n  mal  auf  einen  Punkt 
angewandt,  diesen  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurückbringen. 
Über  solche  „cyklische"  Kollineationen  vergl.  man  ßeye: 
„Geometrie  der  Lage",  2.  Abt.  Seite  90  (3.  Auflage  1892). 

Kollineationen  mit  Kegelschnitten,  die  sich 
selbst  entsprechen. 

108.  Die  kollineare  Verwandtschaft  ordnete  einer  Kurve 
n**'  Ordnung  in  der  einen  Ebene  wieder  eine  Kurve  »i**"^  Ord- 
nung in  der  anderen  Ebene  zu.  Man  kann  sich  vorstellen, 
daß  diese  beiden  Kursen  kongruent  seien.  Bringt  man  die 
beiden  Ebenen  ziu:  Deckung  und  zwar  so,  daß  die  beiden 
Kurven  aufeinanderfallen,  so  transformiert  diese  Kollineation 
die  Kurve  in  sich.  Es  können  dann  zwei  Fälle  eintreten: 
im  allgemeinen  werden  die  Punkte  der  Kurve  in  einander 
übergeführt  und  nur  einzelne  Punkte  auf  der  Kurve  fallen 
mit  ihren  entsprechenden  zusammen  oder  jeder  Pimkt  dieser 
Kur\'e  deckt  sich  mit  dem  ihm  zugeordneten:  Die  Kurve 
besteht  aus  lauter  Doppelpunkten,  ist  eine  „feste"  Kur\'e. 
Beispiele  für  beide  Möglichkeiten  haben  wir  schon  kennen 
gelernt.  In  einer  Kollineation  mit  einem  Hauptdreieck  (92.) 
wurden  die  Seiten  dieses  Dreiecks  in  sich  transformiert,  die 
Ecken  waren  die  Doppelpunkte;  die  Achse  einer  Central- 
koUineation  (93.,  99.)  dagegen  zeigte  die  Eigenschaft,  daß 
jeder  ihrer  Punkte  sich  selbst  entsprach. 

Ohne  dieses  allgemeine  Problem  weiter  zu  verfolgen, 
wollen  wir  hier  nur  die  Möglichkeit  des  Auftretens  eines 
sich  selbst  entsprechenden  Kegelschnittes  in  einer  Kol- 
lineation genauer  erörtern. 

Daß  ein  Kegelschnitt  als  Punkt  für  Punkt  feste  Kurve 
in   einer  Kollineation    nicht   auftreten   kann,    erkennt   man 
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Fig.  45. 


ohne  weiteres.  Denn  jede  Gerade  der  Ebene  müßte  dann 
mit  der  ihr  entsprechenden  koinzidieren,  da  die  Schnittpunkte 
mit  dem  Kegelschnitte  sich  selbst  entsprächen. 

Dagegen  können  wir  versuchen,  eine  kollineare  Beziehung 
abzuleiten,  welche  einen  Kegelschnitt  h   in  sich  überführt. 

Es  werden  dann  nach 
63.  auf  dem  Kegel- 
schnitt zwei  Doppel- 
punkte vorhanden  sein 
und  dies  sind  gleich- 
zeitig Doppelpunkte  der 
Kollineation.  Sie  mögen 
in  Figur  45  mit  A,  A' 
bezw.  JB,  B'  bezeichnet 
sein.  Irgend  ein  Paar 
entsprechender  Punkte 
jD,  D'  des  Kegelschnit- 
tes wird  aus  A  durch 
zugeordnete  Strahlen 
der  in  A  vereinigten 
projektiven  Büschel  projiziert.  Die  Doppelstrahlen  derselben 
können  folglich  nur  die  Gerade  von  A  nach  B,  sowie  die 
Tangente  in  A  an  den  Kegelschnitt  Je  sein.  Es  folgt 
daraus,  daß  der  sich  selbst  entsprechende  Kegelschnitt  k 
die  Seiten  CA  und  CB  des  Hauptdreieckes  der  Kollineation 
in  A  und  B  berühren  muß. 

Wählen  wir  demnach  auf  einem  Kegelschnitt  Je  die 
Punkte  A,  B,  B,  D'  willkürlich,  C  aber  als  Pol  von  AB  m 
bezug  auf  Je,  während  die  Verbindungslinie  DD'  nicht  durch  C 
geht.  Dann  wird  durch  das  Hauptdreieck  ABC  und  durch 
JD,  D'  eine  Kollineation  festgelegt.  Dem  Kegelschnitt  durch  D, 
der  n  A  und  B  die  Seiten  CA  und  CB  berührt,  entspricht 
ein  Kegelschnitt  durch  D',  der  in  A  und  B  die  gleichen 
Linien  berühren  muß,  d.  h.  der  Kegelschnitt  Je  entspricht 
sich  selbst  in  der  dadurch  bestimmten  kollinearen  Beziehung. 
109.  Enthält  nun  jede  Kollineation  einen  solchen  sich 
selbst  entsprechenden  Kegelschnitt?  Um  darüber  Aufschluß 
zu  gewinnen,  projizieren  wir  die  entsprechenden  Punkte  D,  D' 
aus  A,  B,  C  auf  die  gegenüberliegenden  Seiten  des  Haupt- 
dreiecks und  erhalten  dadurch  entsprechende  Punkte  X,  X', 
Y,  Y',  Z,  Z'.     Es  ist  dann: 
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{BCXX'}  =  A{BÄDD') 

und 

{CAYT)  =  B{BABD') 

Dabei  verstehen  wir  unter  der  Geraden,  welche  von  A  nach  A 
geht,  natürlich  die  Tangente  in  ^4  an  den  Kegelschnitt  li. 
Vier  PuDkte  eines  Kegelschnittes  werden  aber  aus  irgend 
zwei  Punkten  desselben  durch  vier  Strahlen  vom  gleichen 
Wert  des  Doppelverhältnisses  projiziert:  es  folgt  mithin 

{BCXX')^{CAYY') 
oder  (92.) 

k  =  h 

Die  beiden  zu  den  Seiten  CB  und  CA  gehörigen  In- 
varianten der  Kollineation  sind  also  einander  gleich,  wenn 
dieselbe  einen  die  Punkte  A  und  B  enthaltenden  Kegelschnitt 
in  sich  überfülu't. 

Sind  umgekehrt  diese  beiden  Invarianten  gleich  und  X,  X' 
bezw.  Y,  Y'  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  aiif  den 
Seiten  B  C  und  A  C,  so  schneiden  sich  A  X  und  B  Y  in 
einem  Punkte  B  und  A  X'  sowie  B  Y'  im  entsprechenden 
Punkte  D'  und  es  ist  klar,  daß  durch  B  und  D'  ein  Kegel- 
schnitt geht,  der  CA  und  CB  in  A  bezw.  B  berührt.  Denn 
wenn  vier  Punkte-  aus  zwei  anderen  Punkten  je  durch  vier 
Strahlen  vom  gleichen  Wert  des  Doppelverhältnisses  projiziert 
werden,  so  liegen  auch  umgekehrt  diese  sechs  Punkte  auf 
einen  Kegelschnitt.     Damit  ist  aber  gezeigt: 

Im  allgemeinen  enthält  eine  Kollineation  keinen 
sich  selbst  entsprechenden  Kegelschnitt.  Dies  ist 
immer  und  nur  der  Fall,  wenn  zwei  der  Invarianten 
der  Kollineation  einander  gleich  sind.  Eine  Kol- 
lineation dieser  Art  führt  dann  aber  gleichzeitig  un- 
endlich viele  Kegelschnitte  in  sich  über,  welche 
sämtlich  die  beiden  zu  den  Invarianten  gehörigen 
Seiten  des  Hauptdreiecks  in  den  Schnittpunkten  mit 
der  dritten  Seite  desselben  berühren. 

110.  Soll  in  einer  Central-Kollineation  ein  Kegel- 
schnitt auftreten,  der  in  sich  selbst  transformiert  wird,  so 
muß  er  die  Achse  und  den  Mittelpunkt  der  Kollineation 
als  Polare  und  Pol  besitzen.  Ein  Strahl  durch  den  Mittel- 
punkt   der    Kollineation    wird    entsprechende   Punkte    aus 


fi 
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dem  Kegelschnitt  ausschneiden.  Da  aber  diese  harmonisch 
liegen  zu  Pol  und  Polare,  so  muß  unter  dieser  Voraussetzung 
die  Centralkollineation  überhaupt  eine  involutorische  sein  (107). 
Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  kann  die  Centralkollineation  einen 
Kegelschnitt,  der  Mittelpunkt  und  Achse  der  Kollineation 
zu  Pol  und  Polaren  hat,  nur  wieder  in  einen  anderen  von 
der  gleichen  Eigenschaft  überfuhren.  Es  werden  also  dann 
die  Kegelschnitte  einer  jeden  solchen  „Büschel schar"  paar- 
weise in  einander  transformiert.  Wir  können  folglich  zu- 
sammenfassend bemerken: 

Eine  allgemeine  Centralkollineation  enthält  keinen 
in  sich  selbst  übergehenden  Kegelschnitt.  Führt 
eine  Centralkollineation  einen  Kegelschnitt  in  sich 
selbst  über,  so  muß  derselbe  involutorisch  auf  sich 
bezogen  sein,  und  die  ganze  Kollineation  wird  eine 
involutorische.  Eine  involutorische  Centralkolli- 
neation endlich  führt  oo^  Kegelschnitte  in  sich  über, 
nämlich  alle,  welche  den  Mittelpunkt  und  die  Achse 
als  Pol  und  Polare  besitzen. 

111.  Ist  das  Hauptdreieck  reell  und  benutzen  wir  das- 
selbe als  Fundamentaldreieck,  so  bestätigen  wir  diese  Resultate 
auch  leicht  durch  die  Rechnung. 

Die  zu  den  Seiten  Ä^A^,  Ä^Ä^^,  A^A^  gehörigen  In- 
varianten sind  durch  die  Gleichungen  (2)  von  92.  bestimmt. 
Die  Büschelschar  von  Kegelschnitten,  welche  in  A^  und  A^ 
die  Seiten  A^A^  und  AoA^  berühren,  wird 

xp  —  Xx(x{=() 

Sie  geht  durch  die  Kollineation  über  in 

2       2  j  /-v 

Im  allgemeinen  wird  also  kein  Kegelschnitt  dieses  Systems 
in  sich  transformiert.     Wenn  aber 

2 
%3  —  '^ll  ^22 

oder 

so  geht  jeder  Kegelschnitt  der  Büschelschar  in  sich 
selbst  über. 
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Für  eine  CentralkoUineation  ist  a^ 
1  alten  die  Bedingung 

oder 
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a.,s  und  wir  er- 


8  2 

%3  ^  f'ii 


%3  =  ^a 


11 


Das  positive  Vorzeichen  liefert  statt  der  Kollineation  eine 
Identität,  das  negative  die  involutorische  CentralkoUineation. 
Auf  den  Zusammenhang  dieser  Betrachtungen  mit  dem 
allgemeinen  Problem,  eine  quadratische  Form  durch  lineare 
Substitution  in  sich  zu  transformieren,  kommen  wir  später 
noch  ziu^ck. 


t^rr 


Fig.  46. 

112.  Wir  fügen  dagegen  hier  folgende  praktische 
Aufgabe  an :  Von  einem  Kegelschnitt  Hegt  ein  Teil  gezeichnet 
vor;  ist  derselbe  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel? 

Wählen  wir  auf  dem  gegebenen  Bogen  zwei  Punkte  A^ 
und  ^0  (Fig.  46)  und  zeichnen  in  ihnen  die  Tangenten  a 
und  &,  welche  sich  in  S  treffen  mögen.  Die  Verbindungs- 
linie A^Bq  oder  s  und  dieser  Punkt  S  mögen  als  Achse 
und  Centrum  einer  involutorischen  CentralkoUineation  be- 
nutzt werden.  Dann  führt  diese  den  vorgegebenen  Kegel- 
schnitt jedenfalls  in  sich  über.  Zeichnen  wii*  die  Linie, 
welche  in  der  Mitte  zwischen  S  und  s  verläufl,  so  ist  der 


186     VI.   Die  projektiven  Transformationen  auf  dem  gleichen  Träger, 

Kegelschnitt  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel,  je  nach- 
dem diese  Linie  {u\  v)  das  gegebene  Bogenstück  nicht 
oder  in  zwei  Punkten  oder  in  zwei  zusammenfallenden 
Punkten  schneidet  (107.).  Dies  Kriterium  rührt  schon  von 
Poncelet  her. 

In  der  Figur  sind  noch  die  Asymptoten  der  Hyperbel 
gezeichnet  als  die  Linien,  welche  den  Tangenten  in  den 
Schnittpunkten  P  und  Q  entsprechen.  Der  Schnittpunkt 
der  Asymptoten  gibt  den  Mittelpunkt  M  der  Hyperbel. 


§  19.    Die  reziproke  Beziehung  der  Orundgebilde 
zweiter  Stufe  auf  sieli  selbst. 

Reziproke  Systeme  in  der  gleichen  Ebene. 

113.    Bevor  wir  zu  Anwendungen  der  kollinearen  Be- 
ziehimg  in  anderen   Gebieten  übergehen,   wollen    wir,    der; 
späteren  Entwiokelungen  wegen,    noch   in    aller  Kürze  die] 
reziproke   Beziehung    auf  dem  gleichen  Träger   besprechen.! 
Ein   und    dieselbe  Ebene    sei   als  e  und  gleichzeitig  als   s' 
bezeichnet  und    durch  die  Gleichungen  (11)  von  (75.)  rezi- j 
prok  in  sich  selbst  transformiert.     Die  Koordinaten  x,  und  ' 
1/  ebenso  wie  x/  und  ^/  mögen  sich  auf  ein  einziges  Koor- 
dinatensystem beziehen.  Einen  Piuikt  des  Punktfeldes  können 
wir  als  zur  einen  oder  anderen  Ebene  gehörig  betrachten. 
Er  heißt  dann  P  oder  Q'  und  seine  Kooidinaten   erhalten  j 
die  Bezeichnung  Xi   bezw.  x/.     Aus    den    Gleichungen  (11)' 
bezw.  den  am  genannten  Orte  daraus  abgeleiteten  (14)  ergibt 
sich    als    entsprechendes    Gebilde    eine   Gerade  p'  bezw.  q. 
Ebenso    sind  jeder  Geraden    des    Feldes   zwei  Punkte   zu- 
geordnet. 

Damit  werden  wir  bereits  auf  die  ausgezeichneten 
Elemente  hingewiesen,  nach  denen  wir  im  Gegensatze  zui* 
Kollineation  hier  zu  fragen  haben: 

a)  Gibt  es  in  jedem  der  beiden  Systeme  Elemente, 
die  mit  ihren  entsprechenden  vereinigt  liegen? 

b)  Gibt  es  Elemente,  für  welche  sich  die  beiden 
ihnen  entsprechenden  Elemente  vereinigen,  die  diesen 
folglich  in  jedem  der  beiden  Systeme,  d.  h.  in- 
volutorisch  entsprecheu? 
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Um  die  erste  Frage  zu  beantworten,  haben  \Nir  die 
Bedingung  aufzustellen  dafür,  daß  z.  B.  ein  Punkt  Xi  der 
Ebene  e  in  der  ihm  vermöge  der  Gleichungen  (11)  ent- 
sprechenden Geraden  ^/  gelegen  sei:  es  muß  also  sein 

Uxr  +  Uxi  +  Uxz  =  0 
und  dies  gibt  für  ic,  die  Gleichung 

-(1)     Kp  EEttiiicf  +  022^:1  +  «33%    + 

+  (ai2  +  a^^^XyX.,  +  («13  +  a^^x^x^ + («23  +  «32)3:2  %  =  0 

Granz  die  nämliche  Eelation  ergibt  sich,  wenn  wir  den 
gleichen  Punkt  als  zur  Ebene  e'  gehörig  betrachten  und 
wieder  verlangen,  daß  die  ihm  entsprechende  Gerade  durch 
ihn  hindurchgehe. 

Soll  andererseits  eine  Gerade  den  ihi*  entsprechenden 
Punkt  selbst  enthalten,  so  müssen  ihre  Koordinaten,  wie 
eine  analoge  Rechnung  sofort  zeigt,  die  Gleichung  befriedigen: 

<2)       K^  EE  «u  ll  +  022  I2  +  «33  ll  + 

+  («12  +  «21)  ll^2  +  («13  +  «31)  ^1^3  +  («23  +  «32  )  ^2^3  =  0 

Damit  ist  also  gezeigt: 

Hat  ein  Element,  zur  einen  Ebene  gerechnet,  die 
Eigenschaft,  das  entsprechende  Element  zu  enthalten, 
so  kommt  ihm  die  gleiche  Eigenschaft  auch  zu, 
wenn  es  als  zur  anderen  Ebene  gehörig  betrachtet 
wird  —  ferner: 

Alle    Punkte    (der    einen    oder    andern    Ebene), 
welche  die  ihnen  entsprechenden  Geraden  enthalten, 
liegen  auf  einen  Kegelschnitt  K.^',  alle  Geraden  (der 
einen    oder  andern  Ebene),  welche  die  ihnen  ent- 
sprechenden Punkte  tragen,  umhüllen  einen  Kegel- 
schnitt  Kg. 
114.   Dfe   Kurven  K.^  und  K.g  können   ganz    imaginär 
sein;    dann    enthält    das  Punktfeld   überhaupt  keine  reellen 
Elemente    von    der    unter  a)   geforderten  Eigenschaft.     Bei 
X  reeller  Existenz  dieser  Kegelschnitte  können  wir  ihre  gegen- 
seitige   Lagenbeziehung   rein   geometrisch   weiter   verfolgen. 
Ist  P,  Q'  ein  Punkt  von  Äp,  so  gehen  die  beiden  ihm  ent- 
sprechenden Geraden  jp',  g*  durch  ihn  hindurch.    Diese  ent- 
halten   demnach   die    ihnen   zugeordneten    Punkte,    folglich 
berühren  sie  den  Kegelschnitt  Kg  (Fig.  47). 
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„Jedem  Punkte  von  Kp  entsprechen  also  die  von 
ihm  aus  an  Kg  gehenden  Tangenten  und  jeder  Ge- 
raden, welche  Kg  berührt,  sind  die  Schnittpunkte 
derselben  mit  Kp  zugeordnet". 

Nehmen  wir  weiter  an,  die  beiden  Ortskurven  Kp  und 
Kg  hätten  einen  Punkt  gemein,  den  wir  mit  X,  Y'  bezeichnen 
(Fig.  47).      Die    beiden   ihm   entsprechenden  Geraden   x%  y 

vereinigen   sich   mithin 
in  der  Tangente   in  X 


WZ 


an  Kg.  Diese  Gerade 
x',  y  hat  aber  dann 
auch  die  Eigenschaft, 
daß  die  beiden  üir  ent- 
sprechenden Punkte  X, 
Y'  in  einen  zusammen- 
fallen. Das  kann  nach 
dem  Obigen  nur  ein- 
treten, wenn  die  be- 
treffende Gerade  den 
Kegelschnitt  Äp  berührt. 
Also  berühren  sich  Kp 
und  Kg  in  dem  Punkte  X. 
Damit  ist  bewiesen: 

„Wenn  sich  Kp 
und  Kg  in  reellen 
Punkten     begeg- 
nen, so  berühren 
Fig.  47.  sie  sich  in  diesen 

Sclmittpunkten". 

Die  beiden  Kegelschnitte  berühren  sich  mithin  doppelt, 
in  X  und  in  U.  Allerdings  können  diese  beiden  Punkte 
auch  konjugiert  imaginär  sein:  dann  haben  die  beiden  (reellen) 
Kegelscluiitte  in  ihnen  eine  ideelle  Berührung:  die  Rechnung 
macht  zwischen  diesen  Fällen  keinen  Unterschied.  Wir 
wollen  bloß  den  in  der  Figur  bezeichneten  Fall  ins  Auge 
fassen.  Die  Tangenten  in  X  und  U  begegnen  sich  in  emem 
Punkte  W^  Z'  und  ihm  entspricht  als  Schnittpunlct  von  y,  v 
bezw.  x',  u'  stets  die  Polare  Y'  V  oder  X  C/,  die  also  mit 
w\  z  zu  bezeichnen  ist.  Dem  Punkte  W  ist  folglich  iv'  in- 
volutorisch,  d.h.  in  jedem  der  beiden  Systeme  zugeordnet. 
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Damit  haben  -vor  ein  Elementenpaar  gefunden,  das  der  unter 
b)  gestellten  Frage  entspricht  Auch  die  Punkte  X  und  U 
haben  die  gleiche  Eigenschaft,  aber  bei  diesen  tritt  noch  der 
weitere  Umstand  hinzu,  daß  die  ihnen  involutorisch  ent- 
sprechenden Geraden  durch  diese  Punkte  hindurchgehen. 

AVählen  wir  das  (als  reell  vorausgesetzte)  Dreieck  XUW 
als  Koordinatendreieck  A^A^A^,  so  gewinnen  wir  für  die 
Korrelation  folgende  DarsteUimg: 

(3)  |i'=«i,,Ä%         l2'=a-2i^         H  =  aiz^z 

bezw. 

^1  =  OiiXi  ^2  =  «12^1  ^3=  <*33^3 

und  die  beiden  Kurven  Kp  und  Kg  werden 

Kp^  («12  +  «2i) a?i  a^  +  «33%  =  0 

^  -K,  =  «3s(«12  +  a2l)lll2  +  «12«21^  =  0 

Das  Polarfeld. 

115.  Um  direkt  die  involutorischen  Elementenpaare 
korrelativer  Systeme  zu  ermitteln,  finden  wir  als  Bedingung 
dafür,  daß  einem  Punkte  Xi  die  gleiche  Gerade  |,  in  beiden 
Feldern  entspreche,  das  System  der  Gleichungen: 

«iiaJi  +  a^^x^  +  a^^x^  =  yt*{«ii^i  +  «21^2  +  «31^) 

«21  •''1    I   «22^2  ~r  «23*^  ^^  M'vh.i'^  ~r  «22^   I  5^2^) 

^'31*^1  ~r  «32^2  ~r  «33%  =  f^vHa"^  "i~  ^3^2  "1  ^3^) 

wobei  jLi  ein  Proportionalitätsfaktor.    Für  dessen  Bestimmung 
ergibt  sich  die  kubische  Gleichung: 

«11  (1  —  /^)  «12  — /*«21  «13  —  i"«31 

a.2i  /"«12  ^22  (1  A*)  «23  A*«32    =  ö 

1«31  —  /*«13  «32  — A*«23  «33  (1  "  /*) 

Im  allgemeinen  können  folglich  höchstens  drei  solche  in- 
\  olutorische  Elementenpaare  auftreten.  Eine  Wurzel  dieser 
♦lleichung  ist  immer  reell;  ihr  entspricht,  wie  eine  nähere 
l  ntersuchung  zeigt,  ein  Elementenpaar  von  der  Art  W,  to' 
das  also  in  jedem  Fall  reell  existiert. 
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Daran  knüpft  sich  unmittelbar  die  weitere  Frage:  Ist 
es  möglich,  daß  alle  Elementenpaare  der  Korrelation 
einander  involutorisch  entsprechen  und  wann  tritt  dieser 
spezielle  Fall  ein? 

Eine  jedenfalls  hinreichende  Bedingung  dafür  können 
wir  sofort  angeben:  wenn 

(7)  aa  =  aik       {i,  Je  =  1,  2,  3) 

so  entspricht  jedem  Punkte  die  gleiche  Gerade,  da  die 
obigen  Gleichungen  (für  /i  =  1)  dann  erfüllt  sind.  Die  beiden 
Kegelschnitte  Kp  und  Kg  werden  jetzt 

(8)  Kp  =  anx\  +  «22^2  +  «33^3  +  2  «12^1  X2 

"j"  di  Cti  o  Ju-t  30o  "Y'  u  Cvo  Q  *^o  *^3  ^^^  \) 

sowie 

(9)  Kg  =  an  k\  +  «22 12  +  «33 13  +  2  Oig  ^i  ^ 

+  2  ai2  li  ^3  +  2  a,3  l^g  ^3  =  0 

Der  zweite  stellt  den  ersten  Kp  vor,  geschrieben  in 
Linienkoordinaten:  es  fallen  also  beide  Kegelschnitte  zu- 
sammen in  einen  Ordnungskegelschnitt  K.  Einem  Punkte 
a?°  entspricht  die  Gerade 

(«11  Ä^l  +  «12  ^2  +  «13  ^ä)  X^  +  («21  ^1  +  «22  ^2  +  «23  ^s)  ^2 
+  («31  3C\  +  «32  4  +  «33  ^3)  ^3  =  0 

Dies  ist  die  Polare  des  Punktes  a^i  in  bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt K.  Die  Korrelation  geht  mithin  über  in  die  polar- 
reziproke Beziehung  in  bezug  auf  einen  Kegelschnitt.  Die 
Punkte  und  Tangenten  dieses  „Ordnungskegelschnittes"  haben 
allein  die  Eigenschaft,  daß  für  sie  entsprechende  Elemente 
in  einander  liegen.  Die  polar-reziproke  Beziehung  ist  übrigens 
ganz  unabhängig  von  der  reellen  Existenz  dieses  Kegel- 
schnittes definiert.  Sie  besteht  ebenso,  wenn  der  Ordnungs- 
kegelschnitt ganz  imaginär  wird  und  dient  dann  umgekehrt 
dazu,  ihn  zu  definieren. 

Um  rein  geometrisch  den  Übergang  aus  der  Korrelation 
in  die  Polarreziprocität  zu  verfolgen,  hat  man  folgenden  Satz 
zu  beweisen: 
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Kommt  es  in  einer  reziproken  Beziehung  zwei- 
mal vor,  daß  sieh  zwei  Elemente  invohitorisch  ent- 
sprechen,  ohne  in  einander   zu   liegen,    so  ist   die 
Beziehung  durchweg  eine  involutorische. 
Dem  Schnittpunkte  der  beiden  Geraden,   die  involuto- 
lisch  bezw.  den    zwei  Punkten    entsprechen,   muß    dann  ja 
auch  involutorisch  die  Verbindungslinie  dieser  beiden  Punkte 
zugewiesen  sein.    Man  kann  sich  folglich,  dies  vorausgesetzt, 
eine  polar -reziproke  Beziehimg  geometrisch  geben,   in    dem 
man  in  einem  Dreieck  jeder  Ecke  die  gegenüberliegende  Seite 
und  außerdem  einem  beliebigen  Pimkte  eine  beliebige  Gerade 
zuordnet. 

Sich  selbst  entsprechende  Kegelschnitte  einer 
Korrelation. 

116.    In  Übereinstimmung  mit  den  Betrachtungen  von 
108 ff.  erledigen  wir  noch  folgende  Frage: 

Treten  in  einer  allgemeinen  Korrelation  sich  selbst 

entsprechende  Kegelschnitte  auf? 

Es  werde  die  Annahme  gestattet,  daß  das  Hauptdreieck 

XUW  der  Korrelation  (114.)  vollständig  reell  ist,    so  daß 

wir  zur  Dai'stellung  der  Beziehung  die  obigen  Gleichungen 

(3)  und  (4)  verwenden  können. 

Soll  nun  ein  Kegelschnitt  reziprok  in  sich  selbst  über- 
geführt werden,  so  werden  auf  ihm  zwei  (reelle  oder  ima- 
ginäre) Punkte  vorhanden  sein,  welche  auf  den  ihnen  ent- 
sprechenden Tangenten  hegen.  Im  vorliegenden  Falle  müssen 
diese  mit  A^  imd  A2  und  die  Tangenten  in  ihnen  mit  Aj^A^ 
und  A^A^  zusammenfallen.  Ein  durch  die  Korrelation  in 
h  transformierter  Kegelschnitt  erscheint  also  in  der  Form: 

(10)  X1X2  +  ^xl=0 

Ihm  entspricht  die  Kurve  zweiter  Klasse: 

(11)  a,U{$^+Xai,a^i^^^  =  0 

In  Linienkoordinaten  geschrieben    wird   die    Gleichung   des 
Kegelschnittes  (10)  aber: 

(12)  4A|il2-f^3  =  0 

Soll   also   ein  Kegelschnitt  (12)  mit  einem  (11)  zusammen- 
fallen, so  ergibt  sich  als  Bedingung 


192      ^11.    Anwendungen  der  kollinearen  Beziehung  u.  s.  f. 
oder 


«33  :  4A  =  ^«12^21  •  1 


A  = 


2  yai2  «21 

Sind  diese  Werte  von  X  reell,  so  entsprechen  ilmen  zwei 
Kegelschnitte  der  Büschelschar  (10),  welche  durch  die  Korre- 
lation in  sich  übergeführt  werden.     Es  folgt  also: 

Eine    allgemeine  Korrelation   führt   zwei   (reelle 
oder  imaginäre)  Kegelschnitte  in  sich  über. 

Die  Korrelation  im  Bündel. 

117.  Für  reziproke  Bündel  mit  dem  gleichen  Mittel- 
punkt lassen  sich  ganz  analoge  Betrachtungen  durchführen. 
An  Stelle  der  Kegelschnitte  treten  Kegelflächen  2.  Ordmmg. 
Die  involutorische  Korrelation  wird  identisch  mit  der  polaren 
Beziehung  in  bezug  auf  einen  solchen  Kegel.  Jedem  Strahl 
entspricht  seine  Polarebene  in  bezug  auf  diesen  „Ordnungs- 
kegel" und  umgekehrt.  Nimmt  man  als  Ordnungskegel  den- 
jenigen, der  nach  dem  unendlich  fernen,  imaginären  Kugel- 
kreis geht,  so  ordnet  man  jeder  Ebene  des  Büschels  den  auf 
ihr  senkrechten  Strahl  zu.  Dies  liefert  die  in  der  Geometrie 
der  Kugel  sehr  bekannte  polare  Beziehung. 


VII.  Kapitel. 

Anwendungen  der  kollinearen  Beziehung 
in  anderen  Gebieten. 

§  20.    Apparate  zur  mechanischeii  Beschreibung 
kollinearer  Figuren. 

Der  Storchschnabel  oder  Pantograph. 

118.  Um  eine  ebene  Figur  (Zeichnung,  Karte)  in  eine  ihr 
ähnliche  zu  verwandeln,  um  sie  also  aus  einem  Verhältnis 
in  ein  anderes  zu  übertragen,  d.  h.  sie  zu  vergrößern  oder  — 
was  in  der  Praxis  häufiger  geschieht  —  zu  verkleinem,  kann 
man  sich  der  bekannten  Vorrichtung  des  Storchschnabels 
oder   Pantographen    bedienen.      Bei    der    eüifachsten   Form 
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desselben  sind  N-ier  Stangen  in  vier  Gelenken  drehbar  zu- 
sammengefugt, so  daß  diese  Drehpimkte  A,  JB,  C,  D  ein 
Parallelogramm  mit  festen  Seiten,  aber  veränderlichen  AYinkeln 
bilden  (Fig.  48).     Zwei  der  Seiten  dieses  „GelenkparaUelo- 


Fig.48. 

gramms",  AD  und  CD  sind  verlängert.  Fixiert  man  auf 
ihnen  bei  irgend  einer  Stellung  dieses  Mechanismus  zwei 
Punkte  E  und  F,  so  daß  sie  mit  der  Ecke  B  in  einer  ge- 
raden Linie  liegen,  so  gilt  die  Proportion 

DFDE 

AB~  AE 

woraus  wiederum  folgt,  daß  die  Punkte  E  und  F  bei  jeder 
Stellung  des  Apparates  eine  durch  B  gehende  Verbindungs- 
linie liefern.  Befestigt  man 
also  den  Punkt  E  auf  der 
Zeichenebene  und  bringt 
in  F  einen  Stift  (Führungs- 
stift) an,  mit  dem  man  die 
gegebene  Zeichnung  nach- 
fährt, so  zeichnet  ein  in  B 
befestigter  Stift  (Zeichen- 
stift) eine  dazu  ähnliche  und 
ähnliche  gelegene  Figur. 
Die  Veijüngung  ist  gegeben 
durch 
EBxEF=EA'.ED 

Bei  einer  andern,  eben- 
falls sehr  bekannten  Form 
des  Storchschnabels    trägt  Fig.«. 

Doeblemann,  Geometrische  Transformationen.  18 
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ein  Gelenkparallelogramm  AB  CD  ein  verschiebbares  Steg- 
glied JEF  (Fig.  49).  Ist  dieses,  parallel  AB,  festgestellt 
und  bezeichnet  man  bei  irgend  einer  Stellung  des  Mechanis- 
mus den  Schnittpunkt  von  EF  und  der  Diagonale  mit  G, 
so  bleibt  wegen 

GF:AB=  CF.CB 

der  Punkt  G  bei  jeder  Stellung  des  Parallelogramms  auf 
der  Diagonale  gelegen. 

Fixiert  man  also  den  Punkt  G  des  Steggliedes  und  läßt 
A  eine  Figur  durchlaufen,  so  beschreibt  C  eine  dazu  ähn- 
liche und  ähnlich  gelegene,  G  ist  in  diesem  Falle  für  beide 
Systeme  ein  innerer  Ahnlichkeitspunkt. 


Abbildung  2. 


Wir  fügen  noch  bei  zwei  Abbildungen  von  nach  diesem 
Prinzip  konstruierten,  freischwebenden  Pantographeu  aus  dem 
math.  mech.    Institut    von  G.  Coradi,    Zürich.     Bei  dem 
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in  Abbildung  2  dargestellten  Apparat  ist  eine  Ecke  (D)  des 
Gelenkparallelogramms  fixiert.  Während  diese  Vorrich- 
tungen schon  lange  bekannt  sind*),  stammt  folgende  Ver- 
allgemeinerung des  Pantographen  erst  aus  neuerer  Zeit.**) 
An  ein  Gelenkparallelogramm  AB  CD  (Fig.  50)  sind  in  der 


Fig.  50. 

Art,  wie  es  die  Figur  zeigt,  ähnliche  Dreiecke  B  CE  und 
CDF  angegliedert.  Eine  leichte  Überlegung  läßt  dann  er- 
kennen, daß  auch 

A  ÄEl^  c^ABCJEc^A  CDF 

Denn  unter  Benutzung  der  aus  der  Figur  erkennbaren  Be- 
zeichnungen haben  wir: 

<  FCE  =  V  =  360  —  A  —  (^  +  }') 

=  360  -  (180  —  i-i)  —  (180  -  a) 
also: 

V  =  a  +  // 

AVeiter  gilt  die  Proportion: 

BC'.EC^DF:  CF 
oder: 

äD:DF=EC:  CF 


*)  Als  Erfinder  gilt  der  Jesuit  Christof  Scheiner,  der  sie  in 
seinem  Werke  beschrieb:  „Pantographice  seu  ars  delineandi  res  quas- 
libet  per  parallelogrammum  lineare  seu  cavum,  mechanicum,  mobile^'. 
Romae,  1631. 

**)  Sylvester:  ,,0q  the  Plagiograph  aliter  the  Skew  Pantigraph". 
Xature.    Jnly  1,  1875.     Vol.  XII,  Seite  168. 
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Also  folgt  daraus: 

A  CFE  ~  A  ABF^  A  ABB 
Dann  ist  aber:  ^j)fA^<CFE 

<^AEB=^CBF 

folglich  auch:  ^  j^^B  =  y 

<  ABB  =  ß 
<BAF=a 

Damit  ist  die  obige  Behauptung  erwiesen,  und  es  ergibt  sich : 
AF :  AB  =  sin  /5  :  sin  7 
sin  ß 


und  also; 


AF 


sm  y 


AB 


Hält  man  also  den  Punkt  A  fest  (Fig.  51)  und  läßt  B 
eine  Figur  durchlaufen,  so  beschreibt  F  eine  dazu  ähnliche, 


die    aber  um    den  Winkel  a   gedreht   ist.     A   ist  der  eine 


reelle  Doppelpunkt   der  ähnlichen  Systeme, 


sin  ß 
sin  y 


gibt  die 


Verjüngung.  Vorrichtungen  dieser  Art  können  dann  auch  dazu 
dienen,  eine  Bewegung  in  eine  ähnUche  zu  transformieren. 
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Beispiele  aus  der  Kinematik. 

119.  Die  Kinematik,  in  deren  Bereieli  diese  Betrach- 
timgen  fallen,  bietet  zahlreiche  Beispiele  für  kongruente 
und  ähnliche  Systeme.  Bewegt  sich  z.  B.  ein  starres, 
ebenes  System  in  einem  anderen,  und  greift  man  irgend 
zwei  Lagen  des  bewegten  Systemes  heraus,  die  dm'ch  die 
kongruenten  und  gleichsinnigen  Dreiecke  A^  B^  C^  und 
A,  Bo  C2  angedeutet  seien  (Fig.  52),  so  kann  das  stan-e  System 


\  1  ' 

Fig.  52. 

auch  durch  eine  bloße  Rotation  aus  der  ersten  Lage  in  die 
zweite  übergeführt  werden.  ISlan  findet  das  Centrum  O^., 
derselben,  indem  man  auf  den  Verbindungslinien  A^  A.2 
und  BiBo  die  IVIittelsenkrechten  errichtet,  welche  sich  in 
0^.2  begegnen.  Man  beweist  leicht,  daß  dieser  Pol  O^,  mit 
A^B^Ci  ...  und  A.y  BoC,  ...  kongruente  Figuren  bildet.  Die 
Größe  der  Drehung  ist  gegeben  durch : 

<A^O^,A=<ßiOr2B,... 

Der  Punkt  O^g  ist  der  einzige  des  Systemes,  welcher  bei 
dieser  Überführung  in  Ruhe  bleibt.  Geometrisch  gesprochen 
ist  er  der  eine,  reelle  Doppelpunkt  der  kongruenten  Systeme 
A^BiCi  ...  und  AiBtC, ...  Es  gibt  nur  einen  solchen  Pol 
fiir  irgend  zwei  Lagen.  Alle  Mittelsenkrechten  zu  den  Ver- 
bindungslinien irgend  zweier  entsprechender  Punkte,  z.  B.  D^ 
und  D.y  u.  s.  f.,  gehen  durch  ihn  hindiu*ch.     (Vergl.  96.) 

Läßt  man  die  zweite  Lage  des  nach  einem  bestimmten 
Gesetze  bewegten  Systems  der  ersten  unendlich  nahe  konunen, 
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SO  geht  0^2  über  in  das  sogenannte  „Momentancentrum"  0, 
das  zu  diesem  Momente  der  Bewegung  gehört.  Durch  0 
gehen  (Fig.  53)  die  Normalen  an  alle  die  Kurven,  die  von 


Fig.  53. 

den  Punkten  des  bewegten  Systems  beschrieben  werden. 
Die  Angabe  zweier  Normalen  genügt  demgemäß,  um  die 
Normale  für  die  Bahn  eines  jeden  Punktes  der  Ebene  zu 
bestimmen. 

Während  des  unendlich  kleinen  Zeitintervalles  dt  kann 
die  Bewegung  des  starren  Systems  ersetzt  werden  durch 
eine  unendlicli  kleine  Drehung  um  den  Winkel  dcp.  Setzt  man: 

dcp 

dt-'«" 

so    sind    die   Geschwindigkeiten    der  Punkte  A,  B,   C,  ... 

AÄ„=  OA'tga,    BB,=  OB'tga,     Ca^OC-tga 

Trägt  man  dieselben  als  Strecken  auf  den  Tangenten  an,  so 
bilden  die  Punkte  A^,  B„,  C^,  ...  offenbar  ein  dem  Punkt- 
feld A,  B,  C  ähnliches  und  zwar  gleichsinniges  System  (Fig.  53). 
Das  Momentancentrum  0  ist  wieder  der  einzige  reelle  Doppel- 
punkt der  beiden  Ebenen  (vergl.  96).  Durch  die  Angabe 
eines  einzigen  Punktes,  z.  B.  von  A^,  sind  die  Geschwindig- 
keiten aller  übrigen  Punkte  bestimmt. 

Trägt  man  in  ähnlicher  Weise  die  Beschleunigungen  der 
Punkte  eines  starren,  ebenen  Systems  in  den  ihnen  zukommen- 
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den  Richtungen  als  Strecken  ÄÄj,  BBj,  ...  an,  so  bilden  die 
Punkte  Äj ,  Bj  u.  s.  f.  abermals  ein  zu  dem  ursprünglichen 
ähnliches  System,  Der  Doppelpunkt  dieser  Systeme  liefert 
den  einzigen  Punkt  des  bewegten  Systems,  der  die  Be- 
schleunigung 0  besitzt.  Er  heißt  der  Beschleunigungspol. 
Eine  eingehende  Erörterung  dieser  Dinge  findet  sich  in 
Burmester:  „Lehrbuch  der  Kinematik."     Leipzig  1888. 


Der  Perspektograph   von  H.  Ritter. 

120.  Auch  die  Perspektive  Beziehung  zweier  im  Räume 
gelegenen  Ebenen  kann  man  vermittels  gewisser  Mechanis- 
men, die  als  Perspektograph  en  bezeichnet  werden, 
mechanisch  durchführen.  Durch  seine  Einfachheit  zeichnet 
sich  der  von  dem  Architekten  Hermann  Ritter  in  Frank- 
furt a.  M.  erdachte  Apparat  aus,  der  im  folgenden  be- 
schrieben werden  soll.*) 

Li  Figur  54  möge  die  Ebene  e  durch  Central projektion 
aus  dem  Punkte  0,  dem  Auge,  auf  die  Bildebene  e' 
abgebildet  werden.  In  dieser  Perspektive  entspricht  also 
einem  Punkte  P  von  e  der  Schnittpunkt  P'  des  Strahles  OP 
mit  e'.  Zu  diesem  Bildpunkte  P'  kann  man  dann  aber 
auch  auf  folgendem  Wege  gelangen:  wir  legen  dm-ch  0 
eine  Ebene  -rf  zu  e',  welche  der  Ebene  £  in  v  begegnet, 
\vobei  V  parallel  sein  wird  ziu"  Schnittlinie  s  von  e  und  e'. 
Vom  Auge  0  aus  fällen  wir  in  dieser  Parallelebene  eine 
Senkrechte  00^  auf  v  und  machen  ferner: 

Treffen  die  Verbindungslinien  POq  und  PO^  in  P,  bezw.  P^ 
die  Gerade  s,  so  steht  auch  P'Py^  senkrecht  auf  s,  imd 
weiter  ist: 

P.Po^P'P, 

Klappen  wir  demnach  die  Ebene  e'  um  die  Spur  s  in  die 
Ebene  e  um  und  sind  in  dieser  letzteren  die  Linien  v,  s 
und  die  Punkte  Oj  und  0^  gegeben,  so  finden  wir  (Fig.  55) 
das  Bild  Po'  eines  Punktes  P  nach  der  Umklappung,  indem 
wir  P  mit    den  festen  Punkten  0,  und  O,  verbinden,    da- 


*)   Hermann  Ritter:    „Perspektograph."     2.  Auflage.    Frank- 
furt a.  M. 
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durch  auf  s  die  Punkte  P^  und  Tq  erhalten  und  in  P^  eine 
Senkrechte  von  der  Länge  PiPo  errichten,  so  daß  also: 

PiPo  =  PiPo 
Konstruiert  man  zu  allen  Punkten  P  einer  Figur  nach 
dieser  Vorschrift  die  zugehörigen  Punkte  Po',  so  bilden  diese 


Fig.  54. 

die  Perspektive  der  genannten  Figur.  Soll  ein  Apparat 
diese  Perspektive  zeichnen,  wenn  P  das  Original  durchläuft, 
so  muß  er  mithin  Folgendes  leisten: 

erstens  hat  er  fiir  jede  Lage  des  Punktes  P  die 
zugehörige  Strecke  PxPq  der  Länge  und  Lage  nach 
auf  der  festen  Geraden  s  zu  markieren; 
zweitens  muß  er  diese  Strecke  P^^q  i^i  Pj  senk- 
recht antragen.  Im  Interesse  der  praktischen  Aus- 
fuhrung liegt  es  dann  noch,  die  Strecke  P^Pq  nicht 
im  Punkte  P^  selbst  anzutragen,  sondern  sie,  eventuell 
noch  mit  einem  Faktor  multipliziert,  um  ein  kon- 
stantes Stück  auf  s  zu  verschieben,  damit  die 
Figuren  aus  einander  gerückt  werden. 
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121.  Die  erste  Aufgabe  leistet  der  in  Rede  stehende 
Perspektograph,  indem  zwei  Lineale  an  zwei  Fülirungs- 
punkten  (Oq,  OJ  hingleiten 
(Fig.  55),  welch  letztere  auf 
einer  Schieberfühnmg  ver- 
stellbar angebracht  sind. 
Der  Schnittpunkt  der  bei- 
den Lineale  trägt  den  Füh- 
rungsstift (P),  und  die 
Punkte  Pi  und  P^  werden 
auf  einer  zweiten  Schieber- 
fuhrung  markiert. 

Den  zweiten  Teil  der 
Konstruktion  führt  ein  so- 
genanntes „Froschschenkel- 
system" aus.  Zwei  Rhom- 
ben ÄBCD  und  A EFG  Fig. 55. 
(Fig.  56)  haben  eine  Ecke  A 

gememsam.    Indem  man  die  Seiten  T^A  und  EA  einerseits, 
DA  und  GA  andererseits  je  aus  einem  Stücke  herstellt,  wird 


Fig.  56. 


erreicht,  daß  BA  stets  senkrecht  auf  EA  und  ebenso  DA 
senkrecht  GA.  Im  übrigen  sind  beide  Rhomben  als  Ge- 
lenkparallelogramme   konstruiert.      Die    obere    Hälfte    des 
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Apparates  findet  man  in  der  Figur  angedeutet.  Die 
Stange  BC  ist  um  die  eigene  Länge  verlängert,  so  daß: 

CB=BH 

Dann  ergibt  sich  unmittelbar,  daß : 

AH±AC 

Die  Seiten  der  beiden  Rhomben  können  in  einem  beliebigen 
Verhältnis  stehen,  so  daß  also: 

AB==h'  AE 

h  =1  liefert  den  einfachsten  und  gewöhnlichen  Fall. 
Natürlich  ist  mithin  auch: 

AH=h'  AF 

An  dem  Apparate  ist  mm  der  Ort  A  durch  eine  Stange 
mit  dem  Punkte  P^,  der  Punkt  F  ebenfalls  durch  eine  feste 
Stange  mit  dem  Punkte  Pq  verbunden.    Wir  erhalten  dann: 

AH=  l .  AF=l{AP^  —  FP,)  =  kiAP,  —  FPq+ P^P^) 
AH=c  +  7c'P^Po 

Werden  die  Punkte  P^  und  Pq  auf  der  Schieberführung  in 
bestimmter  Weise  festgelegt,  so  richten  sich  darnach  auch 
die  Punkte  A  und  F^  und  der  Endpunkt  H  liefert  den  dem 
Punkte  Po  entsprechenden  Punkt  der  Zeichnimg.  Ein  in  H 
angebrachter  Zeichenstift  beschreibt  demnach  die  um  die 
Strecke  AP^^  nach  links  und  um  das  Stück  c  nach  oben 
verschobene  und  im  Maßstabe  Je  geänderte  Perspektive  der 
von  P  durchlaufenen  Figur. 

122.  Der  ganze  Apparat,  wie  ihn  die  beigegebene  Ab- 
bildung 3  zeigt,  enthält  demnach  folgende  Bestandteile: 

Zwei  Lineale,  durch  deren  Schnittpimkt  der  Führmigs- 
stift  P  hindurch  geht; 

zwei  feste  Führungspunkte,  welche  auf  einer  Schieber- 
führung V  (in  der  Abbildung  oben)  verstellbar  an- 
gebracht sind  und  längs  welcher  die  Lineale  gleiten; 
eine  weitere  Schieberführimg  s  (in  der  Ab- 
bildung unten),  parallel  zur  oberen  Schieberführung  an- 
gebracht. Diese  untere  Schieberführung  enthält  einen 
doppelten  Schieber:  ein  hölzernes  Schieberlineal,  welches 
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selbst   wieder    zwei    verstellbare    Ösen   trägt.     Durch 
diese  enthält  eine  runde  Eisenstange  ihre  Führung; 

zwei  Führungspunkte  [a,  f),  welche  auf  der  unteren 
Schieberführung  bewegt  werden.  Der  eine,  a,  ist  mit 
dem  hölzernen  Schieber  s,  der  andere,  f,  mit  der 
Eisenstange    fest    verbunden.      Die    beiden    Lineale, 


Abbildong  3. 


welche  mn  diese  Führungspunkte  sich  drehen  imd 
längs  derselben  sich  verschieben  können,  regulieren 
die  Lage  dieser  beiden  Pimkte; 

die  Froschschenkel  mit  dem  Zeichenstift:  der  ge- 
meinsame Eckpunkt  A  der  beiden  Rhomben  ist  mit  dem 
hölzernen  Schieber  und  infolgedessen  mit  dem  Führungs- 
punkte a  starr  verbunden;  die  rechte  äußerste  Ecke  I 
des  Froschschenkelsystems  dagegen  w^ird  an  der  eisernen 
Stange  befestigt,  also  mit  dem  Führungspunkt  f  in 
feste  Verbindung   gebracht.     Übrigens    sind  zwei  der 
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Seiten    des    einen  Rhombus  verlängert  und  jede  der- 
selben kann  den  Zeichenstift  aufnehmen. 

In  welcher  Weise  der  Apparat  zu  orientieren  ist,  ergibt 
sich  ohne  weiteres.  Es  mag  noch  hinzugefügt  werden, 
daß  unsere  ganze  Betrachtung  durchaus  unabhängig  von 
dem  Winkel  ist,  den  in  Figur  54  die  Ebene  e  mit  der  Bild- 
ebene e'  bildet.  Die  genannten  Konstrulvtionen  gelten  für 
jede  beliebige  Lage  der  abzubildenden  Ebene  e.  Auf  die 
weitere  Verwendung  des  Apparates  zur  Abbildung  räum-  j 
Kcher  Objekte  kommen  wir  noch  zurück. 

Erwähnt  kann  bloß  werden,  daß  G.  Hauck  einen 
Apparat  konstruiert  hat,  der  es  ermöglicht,  aus  Grund-  und 
Aufriß  eines  räumlichen  Objektes  eine  Perspektive  des- 
selben zu  ermitteln.  E.  Brauer  hat  diesen  Apparat  in 
konstruktiver  Hinsicht  verbessert.  Man  vergl.  „Festschrift 
der  technischen  Hochschule  zu  Berlin"  zur  Feier  der  Ein- 
weihung ihres  neuen  Gebäudes  am  2.  November  1884,  Seite  213, 
sowie  „Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure",  Band  35, 
1891,  Nr.  28,  Seite  782. 


§  21.    Anwendungen  in  der  darstellenden  Geometrie. 

Bild  und  Umklappung  einer  ebenen  Figur. 

123.  Um  die  wahre  Gestalt  einer  ebenen  Figur,  die 
durch  ihre  Risse  gegeben  ist,  zu  ermitteln,  verfährt  man  in 
der  darstellenden  Geometrie  in  der  Weise,  daß  man  die 
Ebene  dieser  Figur  in  die  Zeichenebene  „umlegt"  oder  „um- 
klappt".  Dies  möge  an  folgendem  Beispiel  erörtert  werden: 

Ein  ebenes  Sechseck  ist  durch  seine  Risse  gegeben; 
dessen  wahre  Gestalt  zu  zeichnen. 

In  Figur  57  sei  das  Sechseck,  dessen  Ebene  in  den 
beiden  Tafeln  die  Spuren  s^  und  f.^  ausschneidet,  durch 
Grund-  und  Aufriß  gegeben.  Dreht  man  diese  Ebene 
um  die  erste  Spur  s^  in  die  Zeichenebene  und  bestimmt 
die  Lage  des  Sechsecks  nach  Ausführung  dieser  Operation, 
so  erhält  man  die  Umlegung  und  damit  die  wahre  Ge- 
stalt des  Sechsecks,  die  mit  AoB^  Cq  ...  bezeichnet 
ist.  Aus  einfachen  geometrischen  Gründen  folgt  als  Be- 
stätigung   des    in    105.    erwähnten    Satzes,    daß    der    erste 
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I 


ng.  57. 


Riß  A^Bj^Ci  ...  und  die  Umlegung  AqBqCq...  affin-per- 
spektive  Systeme  sind.  Alle  Verbindungslinien  entsprechender 
Punkt  wie  Aj^Aq,  B^Bq,  ...  laufen  parallel,  nämlich  senk- 
ercht  zur  ersten  Spur  Sj,  alle   entsprechenden  Geraden  wie 
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Äi  B^  und  Aq  Bq  ,  B^  E^  und  BqEq,  ...  begegnen  sich  stets 
auf  der  Kollineations-  oder  Affinitätsachse  s^.  Die  kon- 
struktive Verwendbarkeit  dieser  Beziehungen  liegt  auf  der 
Hand.  Hat  man  sich  einen  Punkt  der  Umlegung,  etwa  Aq, 
durch  Konstriüction  des  zugehörigen  Dreiecks  verschafft,  so 
kann  man  alle  übrigen  Ecken  Bq,  Cq,  . .  .  vermöge  der 
affinen  Eigenschaften  durch  bloßes  Ziehen  von  geraden 
Linien  ausfindig  machen  und  überdies  bieten  sich  überall 
Kontrollen  für  die  Richtigkeit  oder  Genauigkeit  der  Aus- 
fülu'ung. 

Legt  man  die  Ebene  um  ^g  hi  die  zweite  Tafel  um,  so 
besteht  der  gleiche  Zusammenhang  zwischen  dieser  Um- 
legung und  dem  zweiten  Riß  der  ebenen  Figur. 

Endlich  sind  auch  der  erste  und  zweite  Riß  eines 
ebenen  Gebildes  selbst  wieder  affin -perspektiv.  Die  zu 
dieser  Affinität  gehörige  Achse  leiten  wir  durch  folgende 
Überlegung  ab.  Die  Aufrißebene  steht  im  Räume  senk- 
recht auf  der  Grundrißebene  und  wird  in  diese  umgeklappt. 
Dabei  überstreicht  sie  einen  rechten  Winkel.  Halbiert  mau 
diesen  durch  eine  Ebene,  welche  also  die  Kante  oder  Achse 
enthält,  so  überzeugt  man  sich  leicht,  daß  alle  Punkte  und 
Geraden  dieser  Ebene  die  Eigenschaft  besitzen,  daß  sich 
ihre  beiden  Risse  nach  der  Zusammenklappung  der  Tafeln 
vereinigen.  Diese  Ebene  mag  als  Koinzidenzebene  be- 
zeichnet werden.  Mit  der  Ebene  {s^t2)  des  Sechsecks  hat 
sie  eine  Gerade  p  gemein,  welche  offenbar  durch  den  Schnitt- 
punkt der  Spuren  s^  und  ^  gehen  muß  und  deren  Risse 
zusammenfallen.  Jeder  Schnittpunkt  irgend  zweier  ent- 
sprechender Risse,  wie  F^D^  und  F^D^,  C^D^  und  (XDg  u.s.f., 
ist  aber  ein  Punkt  der  Koinzidenzebene,  muß  demnach  der 
Schnittlinie  jp  angehören.  Auf  dieser  Geraden  jj^,  2^2  ^^~ 
gegnen  sich  mithin  die  beiden  Risse  einer  jeder  Geraden 
der  Ebene  (Sj^g),  Diese  Gerade  j^^,  2h  gib*  ^i^  Affinitäts- 
achse für  die  affine  Beziehung  der  beiden  Risse  einer  ebenen 
Figur,  die  Affinitätsrichtung  ist  durch  das  Kantenlot  {A^^A.,) 
fixiert. 

124.  Wird  eine  ebene  Figur,  etwa  ein  Viereck,  in 
Parallelprojektion  (schiefer  Projektion,  Cavalierperspektive) 
dargestellt,  so  benutzen  wir  die  Aufriß-  oder  XZ-Ebene 
als  Zeichenebene.  Um  die  Richtung  der  Projektionsstrahlen 
im  Räume  festzulegen,  darf  man  sich  fürs  erste  die  IT-Achse 
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(Fig.  58)  beliebig  geben,  außerdem  etwa  noch  einen  Punkt  E^, 
der  das  Bild  eines  Punktes  E  sein  soll,  welcher  im  Ab- 
stände   OEi    auf   der    in    0    zur   Zeichenebene   errichteten 


Senkrechten  liegt.  Diese  Strecke  0E%  deren  Parallel- 
projektion also  0-E\  wird,  tragen  wir  von  0  aus  auf  der 
negativen  Z- Achse  an.  Für  das  Verhältnis  von  OE^ 
imd  OEi   wählt  man  einen  einfachen  Bruch,  z.  B.: 


OEi 
OEl 


Ein  Punkt  wird  in  dieser  Darstellung  bestinmit  durch  die 
Angabe  von  A  und  ^i,  welch  beide  Elemente  auf  einer 
Parallelen   zur   Z- Achse   liegen   müssen.     A  ist  dabei  der 
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Parallelriß    des    Eaumpunktes ,    Ä-^^    der    des    ersten   Risses 
dieses  Punktes. 

Beispiele  für  die  bei  dieser  Prqjektionsmethode  auf- 
tretenden geometrischen  Verwandtschaften  bietet  folgende 
Aufgabe : 

Eine  Ebene  ist  in  schiefer  Projektion  gegeben, 
sowie  von  einem  in  ihr  gelegenen  Viereck  der 
Grundriß.  Man  zeichne  die  Darstellung  des  Vier- 
ecks, sowie  die  wahre  Gestalt  des  Grundrisses  und 
des  Vierecks  selbst. 

Sind  die  drei  Spuren  s,  t,  u  einer  Ebene  gegeben 
(Fig.  58)  und  nehmen  wir  den  Grundriß  A-^^  JB^  C^  D^  eines 
Vierecks  beliebig  an,  so  ist  das  Bild  ABCD  daraus  in  ein- 
facher Weise  abzuleiten.  Denn  auch  diese  beiden  Systeme 
stehen  zu  einander  in  einer  afBn  -  Perspektiven  Beziehung, 
deren  Achse  die  Spur  s  ist.  Der  Geraden  OX  entspricht 
die  Spur  t.  AB  und  A^B^,  CD  und  C^Dj^  u.  s. f.  schneiden 
sich  auf  s. 

Wird  weiter  verlangt,  die  wahre  Gestalt  des  Grund- 
risses des  Vierecks  zu  zeichnen,  so  klappen  wir  zu  diesem 
Zwecke  die  Grundrißebene  mn  ihre  Spur  OX  nach  abwärts 
in  die  Zeichenebene  herab.  Wiederum  werden  nach  dem 
Satz  von  105.  die  Umlegung  und  der  Grundriß  A^B^C^D^ 
affin-perspektive  Figuren  sein.  Da  femer  der  auf  der  Senk- 
rechten in  0  zur  Zeichenebene  gelegene  Punkt,  dessen 
ParaUelriß  E^^  ist,  bei  der  Umklappung  der  Grundrißebene 
nach  JEi  fällt,  so  gibt  die  Linie  JEiJEi  die  Affinitäts- 
richtung. Bezeichnen  wir  die  Umlegung  mit  A^i,  B\,  .  .  ., 
so  liegen  diese  Punkte  auf  den  Parallelen  zu  E^E^  durch 
A-^,  B^,  ...  Zieht  man  außerdem  durch  A^  eine  Parallele 
zu  Linie  0  Y,  so  geht  deren  Umlegung  durch  den  Schnitt- 
punkt der  Parallelen  mit  OX  und  ist  überdies  zur  Linie  OX 
senkrecht.  Auf  ihr  muß  A^i  ebenfalls  gelegen  sein.  Die 
Konstruktion  der  wahren  Gestalt  J.JjBfCfZ)i  des  Grund- 
risses des  Vierecks  erledigt  sich  damit  in  einfacher  Weise, 
wobei  noch  beachtet  werden  kann,  daß  AiB^  und  A\Bi  u.  s.  f. 
sich  auf  OX  schneiden. 

Die  letzte  Aufgabe  endlich,  auch  die  wahre  Gestalt  des 
Vierecks  ABCD  selbst  zu  zeichnen,  macht  es  noch  nötig, 
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die  Ebene  (stu)  um  die  Spur  f  in  die  Tafel  umzulegen. 
Zimi  Punkte  A  konstruiert  man  dann  vorerst  den  Aufi'iß  A^ 
durch  Ergänzung  des  aus  Figur  58  ersichtlichen  Parallelo- 
tirammes:  das  von  A,  auf  t  gefällte  Lot  ist  ein  erster  Ort 
für  die  Umlegung  Aq.  Die  y- Ordinate  des  Pimktes  A, 
aus  der  vorigen  Umlegung  bekannt,  ermöglicht  aus  einem 
rechtwinkeligen  Dreieck  den  Abstand  des  Punktes  Aq  von  t 
zu  entnehmen.  In  der  Verbindungslinie  AAq  gewinnt  man 
folglich  die  Eichtung  der  Affinität  der  Perspektiven  Systeme 
.1,T,  Bq,  ...  und  A,  B,  .  .  .,  deren  Achse  t  ist.  Die  wahre 
Gestalt  AqBqCqDq  des  Vierecks  kann  dann  ohne  Mühe 
gcfimden  werden. 

Die  in  den  Figuren  57  und  58  dargestellten  geo- 
trischen  Verwandtschaften,  wie  sie  zwischen  den  Rissen 
mid  Umlegungen  eines  ebenen  Systems  auftreten,  führen  zu 
affin-perspektiven  Beziehungen  zwischen  einem  Kreise  und 
einer  Ellipse  oder  zwischen  zwei  Ellipsen,  wenn  statt  des 
im  Räume  gelegenen  Polygons  ein  Kreis  der  Betrachtung 
zu  Grunde  gelegt  wird.  Statt  dies  näher  auszuführen, 
behandeln  wii'  im  folgenden  einige  speziellere  Ellipsen- 
Konstruktionen. 

Die  Ellipse  als  affines  Bild  des  Kreises. 

125.  In  einer  unter  dem  Winkel  99  gegen  die  Zeichen- 
( bene  geneigten  Ebene  liege  ein  Kreis  vom  Radius  a,  dessen 
Mittelpunkt  M  in  der  Zeichenebene,  also  auf  der  Spur  s  (Fig.  59) 
-ich  befinden  möge.  Diese  Spur  enthält  den  Durchmesser  AA' 
des  Kreises.  Projiziert  man  den  Kreis  orthogonal  in  die 
lUldebene,  so  erhält  man  nach  bekannten  Sätzen  eine  Ellipse, 
deren  große  Achse  mit  AA'  zusammenfallt,  während  die 
kleine  Achse  die  Projektion  des  zu  AA'  senkrechten  Kreis- 
durchmessers wird.  Bezeichnen  wir  deren  halbe  Länge 
mit  h,  so  ist: 

h  =  3IB]^  =  a  •  cos  99 

Um  eine  Konstruktion  der  Ellipse  zu  erhalten,  legen  wir 
den  Kreis  in  die  Zeichenebene  um  und  benutzen  die  affine 
Beziehimg  zwischen  der  Uralegung  und  der  Ellipse.  Dem 
Punkte  ^0  z.  B.  entspricht  B^,  s  ist  die  Affinitätsachse. 
Demnach  können  wir  zu  einem  Punkte  Pq  des  umgelegten 
Kreises  den  zugehörigen  Ellipsenpimkt  P^  finden,  indem  wir 

Doehlemann,  Geometrische  Transformationen.  14 
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SqPq  mit  s  zum  Schnitt  bringen  und  diesen  Punkt  T  mit 
B^  verbinden.  Auf  dieser  Linie  Bj^T  schneidet  die  Senk- 
rechte PqQ  zu.  s  den  Ellipsenpunkt  P^  aus. 


Fig.  59. 


Um  diese  Konstruktion  von  dem  Punkte  T  unabhängig 
zu  machen,  ziehen  wir  durch  P^  eine  Parallele  zu  s,  welche 
mit  dem  Radius  PqM  den  Schnittpunkt  P'  bestimmt.  Dami 
folgt  aus: 

P'MP^Q      B^M 

P^~P,Q-BoM 

P'M=^B^M=h 
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Alle  Punkte  P'  liegen  folglich  auf  einem  Kreise  über 
der  kleinen  Achse  der  Ellipse.  Geht  man  von  den  beiden 
konzentrischen  Kreisen  mit  den  Radien  a  und  h  aus,  so 
ergeben  sich  Punkte  der  Ellipse  durch  folgende  Konstruktion: 
wir  ziehen  irgend  emen  Durchmesser  der  beiden  Kreise,  der 
die  Schnittpunkte  Pq  und  P'  liefert;  eine  Parallele  durch  Pq 
zur  kleinen  Achse  und  durch  P'  zur  großen  schneiden  sich 
in  dem  Punkte  P^  der  Ellipse.  In  der  Figur  59  sind  einige 
Punkte  des  unteren  Bogens  der  Ellipse  auf  diese  Weise 
konstruiert. 

Diese  punktweise  Konstruktion  der  Ellipse  stellt  nichts 
anderes  vor  als  einen  konstruktiv  bequemeren  Ausdruck  für 
die  Projektion  der  Ellipse  aus  dem  Ki'eise  über  AA'  oder  auch 
für  die  affine  Beziehung  beider  Kurven.  Diese  gibt  uns  auch 
die  Möglichkeit,  Aufgaben,  die  sich  auf  die  Ellipse  beziehen, 
dadurch  zu  behandeln,  daß  man  dieselben  auf  das  affine 
System  des  Kreises  überträgt,  für  diesen  die  Lösimg  durch- 
fuhrt und  diese  daun  wieder  in  das  gegebene  System  zurück- 
transformiert. 

126.  Dieser  Gedankengang  führt  bei  den  folgenden 
Aufgaben  zu  einfachen  Lösungen: 

Von  einer  Ellipse  sind  die  beiden  Hauptachsen  der 
Lage  und  Größe  nach  gegeben.     Man  zeichne: 

a)  in  einem  gegebenen  Punkte  der  Ellipse  die  Tangente 
und  Normale; 

b)  zu  einem  gegebenen  Durchmesser  der  Ellipse  den 
konjugierten; 

c)  die  Schnittpunkte  einer  gegebenen  Geraden  mit  der 
EUipse; 

d)  die  Tangenten,  die  parallel  einer  gegebenen  Geraden 
an  die  Ellipse  gehen; 

e)  die  Tangenten,  die  durch  einen  gegebenen  Punkt  an 
die  Ellipse  gehen; 

f)  zu  einem  gegebenen  Punkte  die  Polare; 

g)  zu  einer  gegebenen  Geraden  den  PoL 

Ad  c)  Als  Beispiel  sei  die  Aufgabe  behandelt,  die 
Schnittpunkte  der  gegebenen  Geraden  g^  mit  der  Ellipse  zu 
konstruieren,  deren  Hauptachsen  A^  A[  und  JB^  B[  sind  (Fig.  60). 
Zunächst  verschaffen  wir  uns  die  Gerade  g^,  welche  in  dem 
affinen  System  des  Kreises  über  AiA[  als  Durchmesser  der 
Geraden  g^  entspricht.     Ziehen  wir  in  B^   die  Tangente  t^ 

14* 
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an  die  Ellipse,  welche  parallel  AxA[  verläuft,  so  wird  dieser 
Geraden  die  Parallele  t^  durch  Bq  zugeordnet  sein,  und  dem 
Schnittpunkte  1\  von  ^^  imd  t^  entspricht  der  Schnittpunkt  Tq 
der  Senkrechten  zu  AiA[  mit  tQ.  Da  weiter  g^  und  g^  sich 
auf   der  Achse  AiA{  begegnen,    so    ist  gQ   bestimmt.     Die 


Flg.  60. 

Schnittpunkte  Mq  ,  Nq  von  gQ  mit  dem  Kreise  liefern  zurück- 
projiziert  die  verlangten  Schnittpunkte  M^  und  N^  der 
Geraden  (/^  mit  der  Ellipse.  Sie  sind  mit  der  gleichen 
Genauigkeit  konstruiert,  mit  der  man  die  Schnittpunkte 
einer  Geraden  und  eines  Kreises  graphisch  ermittelt. 

127.  Die  Figur  59  läßt  endlich  noch  eine  andere  Auf- 
fassung zu.  Denken  wir  uns  den  Kreis  über  BiB'  in  der 
Zeichenebene  liegend,  die  Ellipse  dagegen  aus  derselben 
herausgedreht  und  zwar  um  die  Gerade  JBxB{.  Welchen 
Winkel  dann  auch  die  Ebene  der  Ellipse  mit  der  Zeichen- 
ebene bildet,  die  Orthogonal projektion  der  Ellipse  in  diese 
ist  jedenfalls  wieder  eine  Ellipse,  deren  eine  Achse  mit 
BiB[  sich  deckt.  Wählt  man  den  Neigungswinkel  cp,  der 
durch  die  Beziehung  gegeben  ist: 

cos  CD  = 

a 

so  wird  (Fig.  59  oben)  auch  die  andere  Achse  der  Projektion 
=  2&  und  diese  selbst  geht  in  den  Kreis  über  BiBi  über 
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Demnach  kann  die  Ellipse  auch  zu  diesem  Kreise  in  eine 
affine  Beziehung  gebracht  werden.  Dem  Punkte  P^  ent- 
spricht P'  u.  s.  f.,  und  BiBl  ist  die  Achse  für  diese 
Affinität. 

Auch  diese  Eigenschaft  läßt  sich  in  konstruktiver  Hin- 
sicht verwerten.  Z.  B.  muß  die  Tangente  im  Punkte  P^ 
der  Ellipse  einerseits  durch  den  Punkt  X  gehen,  in  welchem 
die  Kreistangente  in  Pq  die  Achse  s  trifft,  andererseits  aber 
auch  durch  den  Punkt  F,  welchen  die  Tangente  in  P'  an 
den  kleinen  Kreis  auf  BiB{  bestimmt.  Schließlich  kann 
man  die  Ellipse  der  Figur  59  auch  noch  als  eine  Parallel- 
projektion des  um  BiB{  gedrehten  kleinen  Kreises  be- 
trachten, was  zu  der  gleichen  affinen  Beziehung  führt. 

128.  Setzen  wir  die  Tatsache  als  bekannt  voraus,  daß 
auch  eine  beliebige  Parallelprojektion  eines  Kreises  eine 
Ellipse  liefert,  so  können  wir  daraus  eine  Konstruktion 
dieser  Kurve  aus  zwei  beliebigen  konjugierten  Durchmessern 
ableiten.     Denn   sind  PP  imd    QQ'   zwei   solche   (Fig.  61), 


Fig.  61. 

so  denken  \NTr  uns  einen  Kreis  über  PP'  als  Durchmesser 
beschrieben  und  demselben  unter  irgend  einem  Winkel 
gegen  die  Zeichenebene  geneigt.  Der  Durchmesser  Q  Q' 
wird  dann  unter  allen  Umständen  das  Bild  des  zu  PR 
senkrechten  Kreisdurchmessers  sein,  wodurch  die  Richtimg 
der  Projektionsstrahlen  bestimmt  ist.  Im  übrigen  interessiert 
uns  die  Lage  des  Kreises  im  Räume  nicht  weiter,  da  wir 
denselben  doch  in  die  Zeichenebene  hereinklappen,  mid 
beachten,   daß   nach  105.  der  Kreis  und  die  Ellipse  affin- 
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perspektiv  sind.  Ist  MQo  =  MP  und  senkrecht  zu  diesem 
Durchmesser,  so  kennen  wir  in  der  Verbindungslinie  ^^o 
die  Richtung,  in  PP'  die  Achse  dieser  Affinität.  Aus 
den  Punkten  dieses  Kreises  leitet  man  dann  weitere  Punkte 
der  Ellipse  durch  Parallele  zu  den  Seiten  des  Dreiecks  MQ  Qq 
leicht  ab,  wie  dies  Figur  61  zeigt. 

Damit  haben  wir  auch  die  Mittel,  um  die  vorher  unter  a) 
bis  g)  erwähnten  Aufgaben  über  die  Ellipse  auch  dann  zu 
lösen,  wenn  die  Ellipse  statt  durch  die  Hauptachsen  in 
allgemeiner  Weise  durch  ein  Paar  konjugierter  Durchmesser 
gegeben  ist.    Die  Figur  62  gibt  die  vollständige  Konstruktion 


tir 


'^v 


Fig.  62. 


fiir  den  Fall  e),  wobei  es  sich  darum  handelt,  von  dem 
Punkte  A  aus  die  Tangenten  an  die  durch  die  konjugierten 
Durchmesser  PP'  und  QQ'  bestimmte  Ellipse  zu  zeichnen. 
Man    wird    sich    dann   zunächst    den  Punkt  An  im    affinen 


§  21.    Anwendungen  in  der  darstellenden  Geometrie.        215 

Punktfeld  des  Kreises  verschaffen,  von  ihm  aus  an  den 
Kreis  über  PP'  als  Durchmesser  die  Tangenten  ziehen, 
welche  samt  ihren  Berührungspunkten  in  das  Punktfeld  der 
Ellipse  übertragen  die  gesuchten  Taugenten  ^X  imd  AY 
der  Ellipse  mit  den  Berührungspunkten  U  und  V  liefern. 

Weitere  Beispiele  findet  man  auch  bei  v.  Peschka: 
„Freie  Perspektive."  2.  Auflage.  Leipzig  1888.  Band  1, 
Seite  259. 

Schnitte  von  Cylindern,  Kegeln,  Prismen, 
Pyramiden. 

129.  Bezieht  ein  Strahlenbündel  mit  endlichem  oder 
unendlich  fernem  Mittelpunkt  zwei  Ebenen  perspektiv  auf 
einander,  und  greift  man  aus  dem  Bündel  eine  einfache 
Mannigfaltigkeit  von  Strahlen  heraus,  welche  also  einen 
Kegel  oder  Cy linder  bilden,  so  befinden  sich  die  beiden 
Schnittkurs-en  mit  den  Ebenen  als  Bestandteile  der  Per- 
spektiven Ebenen  auch  wieder  in  perspektiver  Lage.  Da- 
durch wird  es  möglich,  die  Sätze  über  Perspektive  Punkt- 
felder für  die  Schnitte  von  Kegeln  und  Cylindern,  eventuell 
auch  von  Pyramiden  und  Kegeln,  nutzbar  zu  machen.  Wir 
wollen  dies  an  einigen  Beispielen  erörtern.  Fürs  erste 
handle  es  sich  um  folgende  Aufgabe: 

Li  der  ersten  Tafel  ist  ein  Kreis  gegeben;  man 

legt  durch  ihn  in  beliebiger  Richtung  einen  Cylinder. 

Den  Schnitt  desselben   mit  der  zweiten  Tafel  (die 

zweite  Spur)  zu  zeichnen. 
Ist  M  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  g  eine  der  Mantel- 
linien des  Cylindei^s,  deren  erster  Riß  den  gegebenen  Kreis 
berührt  (Fig.  63),  so  ziehen  wir  durch  M  eine  Parallele  zu  g', 
die  zweite  Spur  T.^  dieser  Geraden  liefert  den  Mittelpunkt 
der  Ellipse,  in  welcher  der  (elliptische)  Cylinder  die  Aufriß- 
ebene durchdringt.  Diese  zweite  Spur  des  Cylinders  liegt 
perspektiv -affin  zu  dem  Kreise  in  der  Gnmdrißebene;  die 
Verbindungslinie  M^T^  gibt  die  Richtung  der  Affinität, 
deren  Achse  in  die  Kante  fällt. 

Die  Punkte  M^  und  T^  tragen  Perspektive  Strahlen- 
büschel, und  die  entsprechenden  rechten  Winkel  derselben 
liefern  die  Achse  für  die  Ellipse.  Li  der  Figur  ist  der 
Kreis  durch  M^ ,  T„  konstruiert,  der  seinen  Mittelpunkt  auf 
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der  Kante  des  Tafelsystems  hat.  Die  Punkte  1,  2,  3,  4 
des  Kreises  gehen  in  die  mit  den  gleichen  Nummern  be- 
zeichneten Scheitel  der  Ellipse  über. 


Fig.  63. 

Daß  auch  die  beiden  Spuren  irgend  eines  Prismas  in 
dem  gleichen  geometrischen  Zusammenhang  stehen,  ist  ohne 
weiteres  klar. 

130.    Wir  behandeln  weiter  folgende  Aufgabe: 

Ein  in  der  Grundrißebene  gelegener  Kreis  wird 
aus  einem  Punkte  S  projiziert;  man  zeichne  die 
zweite  Spur  des  dadurch  entstehenden  Kegels. 

Ist  in  der  ersten  Tafel  irgend  eine  Kurve  gegeben,  so 
schneidet   der    durch    sie    und  die  Spitze  S  gehende  Kegel 
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die  zweite  Tafel  nach  4/ 

einer  weiteren  Kurs'e,  / 

welche  auch  nach  der 
Umklappung  dieser 
Tafel  in  die  Zeichen- 
ebene perspektiv  zur 
ersten  Spur  des  Ke- 
gels liegt.  Die  Be- 
trachtungen von  105. 
sind  unmittelbar  zu 
verwenden.  Die  Par- 
allelen i\  und  1*2 
durch  S^  und  ä, 
(Fig.  64)  geben  die 
Fluchtlinien  dieser 
Centralkollineation ; 
ihr  Centrum  S  muß 
auf  dem  Kantenlot 
Si  So  gelegen  sein 
und  zwar  so,  daß 

S.,S  =^  Sq  Si 

Dabei  ist  Sq 
der  Schnittpunkt  des 
Lotes  S^S.2  mit  der 
Kante,  der  Achse 
s  der  Koliineatiou. 
Wählen  wir  als  erste 
Spur  einen  Kegel- 
schnitt ,  etwa  einen 
Kreis,  so  wird  die 
zweite  Spin*  auch 
ein  Kegelschnitt  und        V  ^^ 

zwar  für  den  in  der 
Figur  dargestellten 
Fall  eine  Ellipse, 
.  da  die  Fluchtlinie  v^ 
den  Kreis  nicht 
schneidet. 

Der  Mittelpunkt  dieser  Ellipse  läßt  sich  unter  Voraus- 
setzung der  Polareigenschaften  der  Kegelschnitte  in  folgender 
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Weise  ermitteln.  Er  ist  definiert  als  Pol  der  unendlich 
fernen  Geraden.  Die  Centralkollineation  läßt  die  Beziehung 
des  Pols  zur  Polaren  ungeändert,  sie  führt  bloß  die  unend- 
lich ferne  Gerade  in  v^  über  und  den  Mittelpunkt  der  Spur- 
ellipse in  den  Pol  von  v^  in  bezug  auf  den  Kreis.  Um 
nun  den  ersteren  zu  zeichnen,  fällen  wir  vom  Mittelpunkt  M^ 
des  Kreises  aus  eine  Senkrechte  auf  v^,  welche  im  Punkte  1 
eintrifft.  Von  1  aus  gehen  zwei  Tangenten  an  den  Kreis, 
deren  Berührungspunkte  4  vmd  5  verbunden  die  Polare  von  1 
liefern.  Diese  schneidet  den  Pol  6  auf  der  Senkrechten  M^l 
aus.  Der  dem  Punkte  6  in  der  Centralkollineation  ent- 
sprechende Punkt  ist  der  Mittelpunkt  der  Spurellipse. 

Das  central -kollineare  Bild  finden  wir,  indem  wir  zu- 
nächst beachten,  daß  dem  Punkte  1  ein  im  Unendlichen 
gelegener  Punkt  des  anderen  Systems  entspricht:  dies  ist 
der  unendlich  ferne  Punkt  des  Verbindungsstrahles  IS.  Zu 
den  drei  durch  1  gehenden  Geraden  gehören  also  drei 
parallele  Gerade,  und  die  Strahlen  durch  das  Centrum  S 
bestimmen  zu  4  und  5  die  entsprechenden  Punkte,  welche 
wieder  mit  den  gleichen  Nummern  bezeichnet  werden  mögen. 
Der  Mittelpunkt  6  der  Spurellipse  halbiert  die  Strecke  4  5. 
Überträgt  man  auch  die  Punkte  2  und  3  vom  Kreise  auf 
die  Ellipse,  so  hat  man  in  2  3  und  4  5  ein  Paar  konjugierter 
Durchmesser  derselben.  Die  beiden  Verbindungslinien  4  5 
laufen  natürlich  zur  Achse  s  parallel. 

131.  Wir  schließen  daran  eine  analoge  Betrachtung, 
die  sich  im  letzten  Grunde  auf  nichts  anderes  als  auf  die 
beiden  Spuren  einer  Pyramide  bezieht.  Doch  wird  uns  die- 
selbe Konstruktionen  liefern,  welche  man  in  einem  anderen 
Gebiete  der  darstellenden  Geometrie,  nämlich  der  Perspektive, 
fortwährend  anwendet.  Es  sei  wieder  (Fig.  65)  der  Punkt  S 
durch  Grund-  und  Aufriß  gegeben.  Durch  Centralprojektion 
aus  S  soll  eine  in  der  Grundrißebene  liegende  Figm-  in  die 
Aufrißebene  projiziert  werden  und  zwar  möge  diese  Figur 
in  einer  Reihe  von  Quadraten  bestehen.  Dieselbe  beginnt 
an  der  Achse  s  des  Tafelsystems  und  erstreckt  sich  auf 
der  Seite  der  Grundrißebene,  welche,  von  S  aus  gerechnet, 
jenseits  der  Aufrißebene  gelegen  ist.  In  unserer  Figur 
wäre  also  dieses  quadratische  Schema  oberhalb  der  Linie  s 
anzutragen.  Um  aber  für  das  Bild  dieser  Figur  Raum  zu 
gewinnen,    verschieben  wir  dieselbe   parallel   zu   sich  selbst 
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in  der  Richtung  des  Kantenlotes  S^S-j  um  ein  beliebiges 
Stück  nach  unten,  so  daß  die  Achse  s  die  Lage  (s)  annimmt. 
Über  dieser  Linie  (s)  ist  dann  das  quadratische  Schema 
gezeichnet.  Projizieren  wir  dasselbe,  sowie  überhaupt  die 
ganze  Grundrißebene  aus  S  in  die  Aufrißebene  und  klappen 
die  erstere  in  die  letztere  um,  so  sind,  ganz  wie  bei  der 
vorigen  Aufgabe,  die  beiden  Systeme  auch  nach  der  Um- 
klappung perspektiv.  Das  Centrum  S  für  dieselben  liegt 
auf  dem  Kantenlot  S^  S2 ,  so  daß 


S.,S 


SqS^ 


die    Parallelen    durch    S^    und  S.2    zur  Kante  s   liefern    die 
Fluchtlinien  v^  und  Uo . 
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Figr.  65. 
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Um  nun  das  Bild  der  Quadratreihe  zu  konstruieren, 
beachten  wir,  daß  in  dieser  Figur  vier  Systeme  von  Parallel- 
linien auftreten,  sofern  wir  uns  noch  die  Diagonalen  der 
Quadrate  zeichnen. 
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Den  unendlich  fernen  Punkten  (Richtungen)  der  einen 
Ebene  entsprechen  aber  die  Punkte  der  Fluchtlinie  des 
zweiten  Systems.  Also  geht  durch  eine  Centralkollineation 
ein  Büschel  von  Parallelstrahlen  über  in  einen  Strahlen- 
büschel, dessen  Mittelpunkt  auf  der  Fluchtlinie  der  anderen 
Ebene  liegt.  Wir  nennen  diesen  Punkt  den  „Fluchtpunkt" 
der  betreffenden  Richtung. 

Dies  vorausgesetzt,  konstruieren  wir  jetzt  die  Flucht- 
punkte fa,  fh,  fc  der  drei  Linien  a,  h,  c  der  Figur.  Um 
zum  unendlich  fernen  Punkt  von  a  den  entsprechenden  zu 
finden,  beachten  wir,  daß  derselbe  jedenfalls  auf  der  Par- 
allelen zu  a  durch  das  Centrnm  S  liegen  muß,  da  ja  zu- 
geordnete Punkte  immer  auf  Strahlen  durch  S  angeordnet 
sind.  Der  gesuchte  Fluchtpunkt  fa  gehört  aber  sicher 
auch  der  Fluchtlinie  Mg  an,  folglich  fällt  fa  mit  S.)  zusammen. 
Ganz  in  der  gleichen  Weise  gelangen  wir  zu  den  Flucht- 
punkten /"&  und  fc,  wenn  wir  durch  S  Parallele  zu  h  und  c 
ziehen   und  diese  mit  Wg  schneiden  oder  indem  wir  auf  u^ 

machen.  S,S  =  S,f,==  SJc 

Wir  wollen  noch  ausdrücklich  bemerken,  daß  also  über- 
haupt der  Winkel  irgend  zweier  Geraden  l,  m  in  der  Grund- 
rißebene auch  gebildet  wird  von  den  Strahlen,  die  durch  S, 
parallel  zu  diesen  Geraden,  nach  ihren  Fluchtpunkten  fi 
und  f,n  laufen. 

Mittels  der  drei  Fluchtpunkte  fa,  fh,  fc  läßt  sich  das 
Perspektive  Bild  der  gegebenen  Figur  dann  aber  ohne  Mühe 
konstruieren.  Die  Punkte  auf  s  entsprechen  sich  selbst, 
und  die  Bilder  der  Parallelen  zu  a,  h,  c  gehen  bezw.  durch 
fa,  fb,  fc-  Die  zu  s  parallelen  Linien  bleiben  auch  im  Bude 
zu  s  parallel,  was  zur  Kontrolle  dienen  kann. 

Allgemeiner  können  wir  sagen,  daß  das  Netz  mit  den 
quadratischen  Maschen  in  ein  anderes  Netz  mit  trapez- 
förmigen Maschen  transformiert  wird. 

Würde  man  die  gegebene  Figur  in  üire  wahre  Lage 
oberhalb  der  Achse  s  bringen,  so  würden  überdies  alle  Ver- 
bindungslinien entsprechender  Punkte  durch  S  laufen. 

Die  Figur  65  wird  ebenso  auch  in  der  Perspektive 
entworfen.  Dann  hat  man  sich  das  Auge  im  Projektions- 
centrum S  befindlich  zu  denken,  die  Bildtafel  deckt  sich 
mit    der    Aufrißebene,     die    Grundrißebene    aber    mit    der 
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horizontalen  „Grundebene".  Das  quadratische  Schema  kann 
etwa  ein  Fußbodenmuster  sein.  Die  Grundrißebene  denken 
wir  uns  in  die  Aufiißebene,  also  in  die  Bildtafel  gedreht, 
S,  ist  der  sogenannte  „Haupt"-  oder  „Aug"-Puukt  A, 
d.  h.  der  Fluchtpunkt  der  Senkrechten  zur  Tafel,  Uo  ist  der 
„Horizont"  oder  die  Fluchtlinie  der  Grundebene,  /&  und  fc 
werden  die  „Distanzpimkte^'  D  und  D',  SoS  gibt  die 
„Distanz"  oder  Entfernung  des  Auges  von  der  Bildebene, 
s  bezeichnet  man  als  die  Grundlinie.  Wir  wollen  die  Per- 
spektive noch  benutzen,  um  rein  elementare  Lösungen  der 
folgenden  beiden  Aufgaben  durchzuführen,  die  allerdings  in 
erster  Linie  ein  mathematisches  Literesse  beanspruchen. 

Die  Projektion  von  fünf  Punkten   einer  Ebene 
in  fünf  Punkte   eines  Kreises. 

132.  Sind  fünf  Punkte  in  einer  Ebene  beliebig  gegeben, 
so  wird  verlangt,  eine  Ebene  und  ein  Projektionscentrum  S 
zu  bestimmen,  so  daß  von  ihm  aus  die  fünf  Punkte  in  die 
neue  Ebene  als  fünf  Punkte  eines  Kreises  projiziert  werden. 
Nehmen  wir  an,  daß  die  gegebenen  fünf  Punkte  AB'  CD' JE' 
sich  in  der  Büdtafel  befinden  (Fig.  66)  und  zeichnen  wir 
den  Schnittpunkt  fi  von  A'B'  und  CD',  sowie  den  Schnitt- 
punkt /",„  von  B' C  imd  A'D'.  Die  Verbindungslinie  /</„, 
wählen  wir  als  Horizont  (%)  für  eine  Perspektive;  die 
Grundlinie  s  kann,  parallel  zum  Horizont,  in  beliebigem 
Abstand  angenommen  werden.  Für  irgend  ein  Projektious- 
eentrum  S,  das  wir  in  der  durch  «.,  senkrecht  zur  Zeichnungs- 
ebene errichteten  Ebene  fixieren  würden  oder  —  was  das 
Gleiche  bedeutet  —  für  irgend  eine  Wahl  des  Punktes  S 
erhielten  wir  dann  zu  der  Figur  A'B' CD'  eine  Figur  ABCD 
der  Grundebene,  die  ersichtlich  ein  Parallelogramm  sein  müßte, 
da  sowohl  AB  und  CD  als  auch  AD  und  BC  parallel  liefen. 

Konstruieren  wir  nun  weiter  über  /"//"„,  als  Durchmesser 
einen  Kreis  und  verlegen  S  irgend  wohin  auf  dessen  Peri- 
pherie, so  stehen  die  Geraden  Sfi  und  Sfm  auf  einander 
senkrecht,  und  das  Gleiche  gilt  nach  dem  in  der  vorigen 
Aufgabe  abgeleiteten  Satze  also  auch  von  den  Geraden  AB 
und  AD  oder  BC  und  CD.  Die  entsprechende  Figur 
ABCD  wird  also  unter  dieser  Voraussetzung  ein  Eechteck. 
Diesem  läßt  sich  ein  Kreis  umschreiben;  es  ist  jetzt  aber 
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noch  die  Forderung  zu  erfiillen,  daß  auch  der  zum  fünften 
Punkte  JE'  gehörige  Punkt  E  auf  diesem  Kreise  liegt. 

Treffen  nun  die  Linien  A^E'  und   C'E'  den  Horizont 
in  den  Punkten  /ä  und  fc,  beschreiben  wir  auch  über  fafc 


Fig.  66. 

als  Durchmesser  einen  Kreis  und  nehmen  als  Punkt  S  einen 
der  Schnittpunkte  der  beiden  Kreise,  so  muß  auch  der 
Winkel  AEC  ein  rechter  sein,  und  der  dem  Rechtecke 
AB  CD  umschriebene  Kreis  geht  durch  E. 

Konstruieren  wir  also  für  diese  Lage  von  S  die  zu- 
gehörige Figur  ABC  DE,  so  sind  damit  fünf  Punkte  von 
der  verlangten  Eigenschaft  gefunden. 

Der  Kreis  durch  diese  fünf  Punkte  geht  über  in  den 
durch  die  fünf  gegebenen  Punkte  A',  B',  C,  B',  E'  be- 
stimmten Kegelschnitt,  und  beide  Figuren  sind  perspektiv 
auf  einander  bezogen.  Definiert  man  die  Kegelschnitte  als 
Centralprojektionen  eines  Kreises,  so  ist  damit  ein  einfacher 
und  elementarer  Beweis  des  Satzes  geliefert,  daß  ein  Kegel- 
schnitt durch  fünf  Punkte  bestinunt  ist. 
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Projektion  von  fünf  gegebenen  Geraden 
in  fünf  Tangenten  eines  Kreises. 

133.  Sind  im  dual  entsprechenden  Falle  fiinf  Gerade 
gegeben,  so  kann  man  die  Stellung  einer  Ebene  sowie  ein 
Projektionscentrum  finden,  so  daß  die  gegebenen  Geraden 
aus  demselben  in  die  neue  Ebene  als  fünf  Tangenten  eines 
Kreises  projiziert  werden. 


fd  fic  fi  f^  fi 


Fig.  67. 

Ordnen  wir  die  gegebenen  fünf  Tangenten  in  irgend 
einer  Reihenfolge  an;  A%  B',  C,  D',  E'  seien  (Fig.  67)  die 
auf  einander  folgenden  Schnittpunkte.  Die  Linien  A'B' 
und  CD'  mögen  sich  in  /,,  A'E'  und  B' C  in  /*«  be- 
gegnen, der  Schnittpunkt  von  A'E'  und  CD'  sei  F',  der 
von  A'C  und  B'F'  heiße  M\  Als  Horizont  w,  der  Per- 
spektive wählen  wir  die  Verbindungslinie  ///„,,  die  Grund- 
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Unie  s  mag  parallel  zu  u.,  in  beliebigem  Abstände  angenommen 
werden.  Auf  dem  Horizonte  schneiden  die  Diagonalen  Ä'C 
und  B'F'  ferner  die  Fluchtpunkte  /",  und  fk  aus.  Liegt  S 
auf  dem  über  fif^  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise,  so 
muß  die  entsprechende  Figur  ABCF  ein  Parallelogramm 
werden,  dessen  Diagonalen  Ä  C  und  BF  auf  einander  senk- 
recht stehen,  d.  h.  ABCF  ist  ein  Rhombus.  Demselben 
kann  ein  Kreis  einbeschrieben  werden,  das  Bild  dieses 
Kreises  muß  aber  auch  die  fünfte  Linie  A' E'  berühren. 

Um  also  S  so  zu  bestimmen,  daß  auch  diese  Bedingung 
erfüllt  ist,  kann  man  folgenden,  durch  Winkelbeziehungen 
leicht  zu  erweisenden  Hilfssatz  benutzen: 

Werden  zwei  parallele  Tangenten  eines  Kreises 
von  einer  weiteren  Tangente  in  D  und  G  getroffen 
und  ist  M  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  so  stehen 
die  Linien  MD  und  MG  auf  einander  senkrecht. 
Erscheint  umgekehrt  eine  solche  Linie  D  G  aus 
dem  Mittelpunkte  unter  einem  rechten  Winkel,  so 
berührt  sie  diesen  Kreis. 

Diesen  Gedanken  verfolgend,  zeichnen  wir  noch  den 
Schnittpunkt  G'  von  A'B'  und  E'D'  und  bringen  G' M' 
und  B'M'  in  fg  und  fd  mit  dem  Horizont  zum  Schnitte. 
Über  fdfg  als  Durchmesser  werde  ein  Kreis  konstruiert  und 
als  Punkt  S  einer  seiner  Schnittpunkte  mit  dem  Kreise  über 
fih  gewählt.  Dann  bietet  es  keine  Schwierigkeiten,  die  zu- 
gehörige Figur  ABCDE  zu  zeichnen,  der  in  der  Tat  ein 
Kreis  einbeschrieben  werden  kann.  Dieser  Kreis  liefert  als 
perspektives  Bild  einen  Kegelschnitt,  der  die  gegebenen 
fünf  Geraden  berührt. 

Die  Lösungen  der  beiden  letzten  Aufgaben  stammen 
von  Schloemilch,  eine  Vereinfachung  auf  Grund  des  er- 
wähnten Hilfssatzes  gab  Pelz:  man  vergleiche  darüber 
folgende  Arbeiten  in  der  „Zeitschrift  für  Mathematilc  und 
Physik",  Band  39,  1894: 

Schloemilch:  „Über  die  Konstruktion  von  Kegelschnitten 
aus  fünf  Punkten  oder  fünf  Tangenten",  Seite  117. 

Schloemilch:  „Über  die  Kegelschnitte  um  und  in  |ein 
Fünfeck",  Seite  245. 

Schur:  „Über  die  Projektion  von  fünf  Punkten  einer  Ebene 
in  fünf  Punkte  eines  Kreises",  Seite  247. 
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Eine  weniger  elegante  Lösung  gab  Schloemilch  schon 
im  Band  1,  1856  der  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  in  dem 
Aufsatze:  „Die  Kegelschnitte  als  Kollinearverwandte  des 
Kreises",  Seite  19. 

In  nahem  Zusammenhange  mit  diesen  Betrachtungen 
stehen  ferner  folgende  zwei  Aufgaben:  „Einen  gegebenen 
Kreis  durch  eine  Perspektive  wieder  in  einen  Kreis  zu  ver- 
wandeln", ferner:  „Zwei  in  einer  Ebene  liegende  Kreise 
durch  eine  Perspektive  wieder  in  zwei  Ki'eise  zu  transfor- 
mieren".    Man  sehe  darüber: 

Rohn&Papperitz:  „Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie". 

1.  Bd.,  2.  Aufl.,  Leipzig  1901,  253,  Seite  194. 
Schloemilch:     „Zur   Perspektive    des    Kreises".     Zeitschr. 

f.  Math.  u.  Phys.,  Bd.  40,  1895,  Seite  56. 
B  ey  e  1 :  „Zwei  Aufgaben  aus  der  Perspektive".  Ebenda,  Seite  255. 
Schüssler:    „Zur   Perspektive    des    Kreises".      Zeitschr.  f. 

Math.  u.  Phys.,  Bd.  42,  1897,  Seite  107. 
Sobotka:    „Zur  Perspektive   des  KJreises".     Monatshefte  f. 

Math.  u.  Phys.,  10.  Jahrg.  1899,  Seite  289. 

Endlich  findet  man  weitere  Anwendungen  der  Perspektive 
zur  Lösung  von  Aufgaben  z.  B.  in 

Schlotke:    „Lehrbuch   der   darstellenden   Geometrie".   IV. 
Teil:    „Projektivische  Geometrie".     Dresden  1896. 

134.  W^ie  die  beiden  Spuren  eines  Cylinders  oder  Kegels 
im  Räume  und  auch  nach  der  Umklappung  perspektiv  ge- 
legen waren,  so  wird  das  Gleiche  gelten  von  einer  Spur 
einer  solchen  Fläche  und  von  ihrem  Schnitte  mit  einer 
beliebigen  Ebene  und  die  Perspektive  Beziehung  bleibt  nach 
dem  in  99.  abgeleiteten  Satze  auch  dann  noch  erhalten, 
wenn  wir  den  Schnitt  in  die  Ebene  der  betreffenden  Spur 
projizieren,  also  zum  Riß  übergehen.  Die  Spur  eines  Cylinders 
oder  Kegels  in  einer  der  Tafeln  und  der  Riß  eines  ebenen 
Schnittes  einer  solchen  Fläche  in  der  gleichen  Tafel  liegen 
perspektiv,  beim  Cy linder  perspektiv-affin.  Wir  erörtern 
dies  an  zwei  Beispielen: 

Ein  in  der  Grundrißebene  gelegener  Kreis  dient 
als  Leitlinie  für  einen  elliptischen  Cylinder,  dessen 
Erzeugende  zur  Geraden  parallel  sind;  den  Schnitt 
mit  einer  beliebigen  Ebene  (s^  i^)  zu  zeichnen. 

Doehlemann,  Geometrische  Transformationen.  15 
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Die  Parallele  durch  den  Mittelpunkt  M  des  Kreises 
(Fig.  68)  trifft  die  Ebene  im  Punkte  T,  und  T^  ist  der  Mittel- 
punkt der  Ellipse,  als  welcher  sich  der  Schnitt  im  Grundriß 
darstellt.    Der  Kreis  in  der  Grimdrißebene  und  diese  Ellipse 


Fig.  68. 

sind  affin-perspektiv,  die  erste  Spur  s^  der  schneidenden 
Ebene  ist  die  Achse,  M^  T^  die  Richtung  dieser  Affinität. 
Konstruieren  wir  mittelst  derselben  zu  den  Punkten  1,  2,  3,  4 
des  Kreises  die  entsprechenden  V,  2',  3',  4'  der  Ellipse,  was 
leicht  geschehen  kann,  da  ja  M^  und  1\  zugeordnete  Punkte, 
so    sind    von   der  GrundriJßellipse    konjugierte   Durchmesser 
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1'2',  3' 4'  bekannt.  Die  Hauptachsen  würde  man  wieder 
vermittels  des  Kreises  erhalten,  der  durch  M^  und  T^  geht 
und  seinen  Mittelpunkt  auf  s^  hat. 

Für  den  Aufriß  ist  eine  analoge  Betrachtung  nicht  diurch- 
zufiihren,  da  die  Grundrißebene  sich  als  eine  Gerade  projiziert 
und  die  Perspektive  Be2dehung  deswegen  ausartet. 


Fig.  69. 

Als  zweites  Beispiel  sei  folgende  Aufgabe  durchgeführt: 

Auf  der  Grundrißebene  steht  ein  Kreiskegel; 
dessen  Schnitt  mit  einer  Lotebene  zur  zweiten  Tafel 
zu  zeichnen. 

16* 
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Der  Grundilß  S^  der  Kegelspitze  fällt  zusammen  mit  dem 
Mittelpunkt  des  Grundkreises  des  Kegels  (Fig.  69)  und  er  ist 
gleichzeitig  das  Centrum  der  Centralkollineation,  die  zwischen 
diesem  Kreise  und  dem  Grundriß  der  Schnittkurve  besteht,  Deu 
Punkten  A',B'  entsprechen  die  Punkte  A^,  B^,  die  sich  aus  den 
Schnittpunkten  A.) ,  B2  ^^^  Aufrisses  durch  Herunterloten 
ergeben.  Den  Mittelpunkt  T^  der  Ellipse  fassen  wir  auf 
als  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden;  ihr  entspricht  in  der 
schneidenden  Ebene  deren  unendlich  ferne  Gerade  und  dieser 
wieder  in  der  Grundrißebene  die  Gerade  v',  nach  welcher 
die  durch  S  zu  {s^  U)  gelegte  Parallelebene  die  erste  Tafel 
schneidet.  Konstruiert  man  also  zu  dieser  Geraden  v',  die 
natürlich  zu  s^  parallel  verläuft,  den  Pol  T%  so  ist  der  in 
der  Centralkollineation  entsprechende  Punkt  T^  der  Mittel- 
punkt der  Grundrißellipse.  T'  finden  wir  wieder,  indem 
wir  von  S^  aus  die  Senkrechte  auf  v'  fällen,  welche  in  F' 
eintrifft.  Die  Polare  (Berührungssehne)  CD'  von  V  schneidet 
den  Punkt  T'  aus  und  aus  der  Relation; 

[V'TA'B')=^  —  1 

folgt,  daß  auch  A^,  B^,  T^  und  der  unendlich  ferne  Punkt 
harmonisch  liegen,  also  ist  2\  die  Mitte  von  Ay  B^.  Das 
gleiche  Resultat  erhält  man  auch  durch  eine  einfache  ele- 
mentare Betrachtung.  Die  Sehne  C  D'  geht  über  in  die 
zweite  Hauptachse  OiDi  der  Grundrißellipse.  Statt  die 
vielleicht  unbequemen  Elemente  v'  und  V  zu  verwenden, 
kann  man  CD'  unter  Benutzung  des  Punktes  T,  der  ^2  ^2 
halbiert,  aus  dem  Aufriß  ermitteln.  Die  Tangenten  in  C 
und   C^,  D'  und  D^  u.  s.  f.  begegnen  sich  auf  s^. 


§  22.    Anwendungen  der  Centralkollineation 
zur  Konstruktion  Ton  Kegelschnitten. 

Perspektive  Kegelschnitte. 

135.  Betrachten  wir  zwei  Kegelschnitte  Ic  und  Je',  die 
sich  in  einer  Centralkollineation  entsprechen.  Wir  wollen 
dieselben  kurz  als  „Perspektive"  Kegelschnitte  bezeichnen; 
in  den  Figuren  70  und  71  ist  der  größeren  Bequemlichkeit 
wegen  der  Kegelschnitt  Je'  durch  einen  Kreis  ersetzt  und 
zu  diesem  das  centralkollineare  BUd  Je  konstruiert.    Die  per- 
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spektive  Beziehung  wurde  festgelegt  durch  die  Annahme  des 
Centrums  S  und  der  Achse  s,  sowie  des  Punktpaares  U,  TJ'. 
In  Fig.  70  ist  zunächst  zum  Kreise  k'  das  centralkollineare 
Bild  gezeichnet  unter  der  Voraussetzung,  daß  S  außerhalb 
des  Kreises  liegt  und  die  Achse  s  den  Kxeis  Tc'  in  reellen 
Punkten  triflPt. 

Da  alle  Strahlen  durch  S  sowie  alle  Punkte  auf  s  sich 
selbst  entsprechen,  so  muß  der  entsprechende  Kegelschnitt  h 


Fig.  70. 

die  von  S  aus  an  Ic'  gehenden  Tangenten  ebenfalls  berühren 
und  durch  die   Schnittpunkte  von  s  und  Tt'  hindurchgehen. 

Sind  A'  und  B'  die  Berührungspunkte  dieser  Tangenten 
mit  dem  Kreise  Tc',  A,  B  die  entsprechenden  Berührungs- 
punkte von  7c,  so  schneiden  sich  die  Verbindungslinien  AB 
und  A'B'  (die  Polaren  von  S  in  bezug  auf  1c  und  Ä')  auf 
der  Achse  s. 

Konstruiert  man  andererseits  in  den  Schnittpunkten 
R  und  T  von  s  und  k'  die  Tangenten,  die  sich  im  Pole  P' 
von  s  in  bezug  auf  k'  begegnen  und   ist  P  der  Pol  von  s 
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in  bezug  auf  h,  also  der  Schnittpunkt  der  Tangenten  an  h 
in  denselben  Punkten  JR  und  T,  so  geht  die  Verbindungs- 
linie der  entsprechenden  Punkte  P  und  F'  durch  S. 

Die  beiden  Kegelschnitte  können  auch  noch  zwei  weitere, 
reelle  Schnittpunkte  besitzen.  Ist  X',  Y  der  eine  derselben, 
so  entsprechen  ihm  die  in  der  Fig.  71  angegebenen  Punkte 
X,  Y'. 


Gehen  von  S  aus  an  h'  keine  reellen  Tangenten  und 
schneidet  s  den  Kreis  ¥  nicht  in  reellen  Punkten  (Fig.  71), 
so  bleiben  diese  Betrachtungen  immer  noch  richtig  und  wir 
können  die  Lagenbeziehung  zweier  Perspektiven  Kegelschnitte 
unabhängig  von  der  Realität  dieser  Elemente  wie  folgt  zum 
Ausdruck  bringen: 

Entsprechen  sich  zwei  Kegelschnitte  in  einer 
Centralkollineation,  so  bestimmen  sie  sowohl  für 
das  Centrum  als  auch  für  die  Achse  derselben  die 
gleiche  Strahlen-  bezw.  Punktinvolution  konjugierter 
Elemente  und  sie  enthalten  beide  die  reellen  oder 
imaginären  Doppelelemente  dieser  Involutionen. 

In  Fig.  71  ist  die  zweite  (ideale)  gemeinschaftliche 
Sehne  s^  der  beiden  Kegelschnitte,   sowie  der  zweite  Schnitt- 
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punkt  Si  imaginärer  gemeinsamer  Tangenten  konstruiert;  wie 
dies  auszufahren  ist,  soll  nicht  weiter  erörtert  werden. 

Aus  diesem  Satze  lassen  sich  femer  noch  einige  nicht 
uninteressante  Folgenmgen  ziehen.  Gehört  zu  einem  Punkte  jS^ 
in  bezug  auf  einen  Kegelschnitt  eine  Rechtwinkelinvolution, 
bei  der  also  jeder  Strahl  auf  dem  zugeordneten  senkrecht 
steht,  so  ist  bekanntlich  der  Punkt  s  ein  Brennpunkt  für 
den  Kegelschnitt,  Transformieren  wir  den  Kegelschnitt 
durch  eine  Centralkollineation  mit  S  als  Centnun,  so  gehört 
diese  RechtwinkelLnvolution  auch  zu  dem  kollinearen  Bude 
und  es  folgt  daher: 

Hat  ein  Kegelschnitt  das  Centrum  einer  Central- 
kollineation als  Brennpunkt,  so  ist  dieses  Centrum 
auch  für  den  ihm  entsprechenden  Kegelschnitt  ein 
Brennpunkt. 

Zum  Mittelpunkt  eines  Kreises  gehört  ebenfalls  eine 
ßechtwinkelinvolution ;  in  speziellerer  Form  lautet  also  der 
vorige  Satz  wie  folgt: 

Beschreibt  man  um  das  Centrum  einer  Central- 
kollineation einen  Kreis,  so  entspricht  diesem  ein 
Kegelschnitt,  dessen  einer  Brennpunkt  in  das  Cen- 
trum fällt. 

Ein  Beispiel  für  diesen  Satz  liefert  die  zweite  Aufgabe 
von  134. 

In  Figur  69  ist  also  5^  der  eine  Brennpunkt  der  Grundriß- 
eUipse  und  demnach  auch 

Si  Ci  =  Bi  jTi 

Auch  diese  Eigenschaft  hätte  zur  Konstruktion  der  kleinen 
Achse  der  Ellipse  benutzt  werden  können. 


Herstellung  einer  Perspektiven  Beziehung  zwischen 
zwei  gegebenen  Kegelschnitten. 

136.  Liegen  zwei  Kegelschnitte  gegeben  vor,  so  kann 
man  umgekehrt  nach  Centralkollineationen  fragen,  die  beide 
in  einander  überfuhren.  Wir  wissen  bereits,  daß  das  Cen- 
trum einer  solchen  Perspektiven  Beziehung  jedenfalls  in  einen 
Schnittpimkt  zweier  gemeinsamen  Tangenten,   die  Achse  in 
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eine  gemeinsame  Sehne  der  beiden  Kegelschnitte  zu  verlegen 
ist.  Es  hängt  also  diese  Untersuchung  zusammen  mit  der 
Frage  nach  den  zwei  Kegelschnitten  gemeinsamen  Punkten 
oder  Tangenten  oder  auch  mit  der  Bestimmung  des  den 
beiden  Kurven  gemeinschaftlichen  Polardreiecks.  Wir  ent- 
nehmen der  Theorie  der  Kegelschnitte  folgende  bekannte 
Tatsachen : 

Zwei  Kegelschnitte  h  und  h'  bestimmen  ein  und 
nur  ein  gemeinsames  Polardreieck  X  Y Z.  Dies  ist 
in  Figur  72  dargestellt  fiir  den  Fall,  daß  sowohl 
die  vier  Schnittpunkte  1,  2,  3,  4  von  k  und  h'  als 
auch  die  gemeinsamen  Tangenten  I,  II,  III,  IV  der 
beiden  Kurven  alle  reell  existieren.  Dann  kann 
man  zu  dem  Polardreieck  gelangen,  sowohl  aus- 
gehend von  dem  vollständigen  Viereck  1,  2,  3,  4 
als  auch  unter  Zugrundelegung  des  vollständigen 
Vierseits  I,II,  III,  IV.  Im  ersten  Falle  ist  das 
Polardreieck  identisch  mit  dem  Dreieck  der  Neben- 
ecken, im  zweiten  Falle  mit  dem  Dreiseit  x,  y ,  3 
der  Nebenseiten  dieses  Vierseits. 

Die  fundamentale  Eigenschaft  des  Polardreiecks  läßt 
sich  in  folgender  Weise  zum  Ausdruck  bringen :  Jeder  seiner 
Ecken  sind  alle  Punkte  der  gegenüberliegenden  Seite 
konjugiert  in  bezug  auf  die  beiden  Kegelschnitte,  also  z.  B. 
dem  Punkte  X  alle  Punkte  von  x.  Ebenso  sind  zu  jeder 
Seite  (z.  B.  x)  des  Polardreiecks  alle  durch  die  gegenüber- 
liegende Ecke  (X)  gehenden  Strahlen  konjugiert  in  bezug 
auf  beide  Kegelschnitte.  Dies  besagt  zunächst,  daß  jede 
Seite  des  gemeinschaftlichen  Polardreiecks  der  beiden  Kegel- 
schnitte die  Polare  der  gegenüberliegenden  Ecke  in  bezug 
auf  beide  Kegelschnitte  ist.  Weiter  aber  leiten  wir  daraus 
noch  folgende  allgemeinere  Eigenschaft  ab:  Wählt  man  auf 
einer  Seite  des  Polardreiecks  z.  B  auf  x  einen  Punkt,  so 
fallen  seine  beiden  Polaren  in  bezug  auf  h  und  k'  zwar  nicht 
zusammen,  wohl  aber  gehen  sie  beide  durch  die  gegenüber- 
liegende Ecke  X.  Der  dual  entsprechende  Satz  ist  leicht  zu 
formulieren. 

Dies  vorausgeschickt,  betrachten  wir  in  Figur  72  etwa 
den  Schnittpunkt  S  der  Tangenten  III  und  IV,  der  auf  der 
Seite  X  des  Polardreiecks  liegt.    Sind  A  und  B  die  Beruh- 
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rungspunkte  dieser  Tangenten  mit  h,  A' ,  B'  die  mit  k' ,  so 
müssen  nach  dem  eben  Bemerkten  die  Polaren  AB  und  AB' 
durch  X  gehen,  in  welchem  Punkte  gleichzeitig  die  gemein- 
schaftKchen  Sehnen  1  2  und  3  4  oder  s^  und  s  zusammen- 
treffen.    Wählt  man  S  als  Centrum   und  s  als  Achse  einer 


Fig.  li. 


Centralkollineation  und  entsprechen  sich  femer  noch  A  und  Ä 
in  dieser  Beziehung,  so  ist  diese  Kollineation  dadurch  be- 
stimmt. Der  Kegelschnitt  k  vnrd  dami  in  einen  zweiten 
Kegelschnitt  k"  übergeführt  und  man  erkennt  leicht,  daß  k" 
mit  k'  identisch  sein  muß.    Denn  k"  geht  durch  die  Punkte 


234        VII.    Anwendungen  der  kollinearen  Beziehung  u.  s.  f. 

3  und  4  und  berührt  die  Tangenten  III  und  lY  in  Ä'  und  B' , 
hat  also  mit  h'  sechs  Punkte  gemein.  Statt  der  Sehne  s 
können  wir  aber  auch  s^  als  Achse  der  Perspektiven  Be- 
ziehung annelunen. 

Geht  man  umgekehrt  von  einer  Sehne,  etwa  s,  aus, 
so  lassen  sich  zwei  Punkte  S  und  S^  auffinden,  derart,  daß 
für  s  als  Achse  S  oder  S^  die  Centren  von  Kollineationen 
sind,  welche  die  beiden  Kegelschnitte  in  einander  trans- 
formieren.    Mithin  folgt: 

Haben  zwei  Kegelschnitte  vier  reelle  Schnittpunkte 
und  vier  reelle  gemeinsame  Tangenten,  so  gibt  es 
12  Centralkollineationen,  in  denen  die  beiden  Kurven 
einander  entsprechen.  Zu  jedem  Schnittpunkt  zweier 
gemeinsamen  Tangenten,  der  als  Centrum  einer 
solchen  Centralkollineation  genommen  wird,  gibt  es 
noch  zwei  gemeinsame  Sehnen,  welche  als  Achsen 
der  Beziehung  dienen  können  und  zu  jeder  geraein- 
samen Sehne  der  beiden  Kegelschnitte,  in  welche 
die  Achse  einer  solchen  CentralkoUmeation  verlegt 
wird,  kann  man  zwei  Lagen  für  das  Centrura  angeben. 

Ohne  Mühe  kann  man  diesen  Sätzen  auch  eine  räum- 
liche Bedeutung  abgewinnen.  Wenn  z.  B.  zu  jeder  Sehne  s 
zwei  Centren  bestimmt,  so  heißt  dies  offenbar  auch: 

Durch  zwei  im  Räume  gelegene  Kegelschnitte, 
welche  sich  in  zwei  Punkten  begegnen,  kann  man 
zwei  Kegel  zweiter  Ordnung  legen. 

137.  Berühren  sich  die  beiden  Kegelschnitte  k  und  Je' 
in  einem  Punkte,  so  kann  man  entweder  diesen  Berührungs- 
punkt als  Centrum  einer  Kollineation  wählen,  deren  Achse 
dann  als  die  gemeinsame  Sehne  eindeutig  bestimmt  erscheint 
oder  es  steht  uns  frei,  in  die  gemeinsame  Tangente  im  Be- 
rührungspunkt die  Achse  einer  Kollineation  fallen  zu  lassen. 
Dann  ist  deren  Centrum  als  Schnittpunkt  der  zwei  gemein- 
samen Tangenten  wiederum  eindeutig  festgelegt. 

Werden  die  gemeinsamen  Elemente  der  beiden  Kegel- 
schnitte k  und  k'  zum  Teil  oder  alle  vier  imaginär,  so  treten 
gewisse  Modifikationen  ein:  man  kann  beweisen,  daß  die 
beiden  Kegelschnitte  immer  noch  auf  vier  verschiedene  Arten 
perspektiv  liegen.  Es  mag  hier  die  Bemerkung  genügen, 
daß  auch  durch   zwei  Paare  imaginärer   Punkte   immer   ein 
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reelles  Geradenpaar  geht  (s  und  s^  in  Fig.  71)  und  daß  zwei 
Paare  imaginärer  Gerade  immer  ein  reelles  Punktpaar  ent- 
halten {S  und  S^  in  Fig.  71). 

Lassen  die  beiden  Kegelschnitte  zwei  gemeinsame  Tan- 
genten zu,  welche  parallel  laufen,  so  liegt  ein  Schnittpunkt  S 
im  Unendlichen  (Fig.  73).  Benutzt  man  diesen  Punkt  S  als 
Centrum,  sowie  eine  der  zugehörigen  Sehnen  als  Achse  s 
einer  Centralkollineation,  so  werden  durch  diese  Verwandt- 
schaft die  beiden  Kegelschnitte    perspektiv-affin  aufein- 


Fig.  73. 


Fig.  74. 


ander  bezogen.  Der  Mittelpunkt  des  einen  geht  in  den  des 
andern  über;  Beispiele  dafiir  haben  wir  bei  den  Schnitten 
von  Cylindern  kennen  gelernt  (129,  134). 

Zwei  ähnliche  und  ähnUch  liegende  Kegelschnitte  k  imd  k' 
(Fig.  74),  die  einander  in  einer  Ahnlichkeitstransformation 
entsprechen,  bestimmen  auf  der  unendlich  fernen  Geraden, 
der  Achse  s  dieser  Centralkollineation,  dieselben  beiden 
Schnittpunkte.  Gehen  umgekehrt  zwei  Kegelschnitte  durch 
die  nämlichen  zwei  unendlich  fernen  Punkte,  so  ist  dies  die 
hinreichende  Bedingung  für  diese  Lagenbeziehung.  Man 
kann  zwei  Ahnlichkeitspunkte  auffinden. 
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Aufgaben  über  Kegelschnitte,  durchgeführt  mittels 
einer  Centralkollineation. 

138.  Soll  ein  Kegelschnitt  aus  bestimmten,  gegebeneu 
Elementen  konstruiert  werden  oder  wird  verlangt,  gewisse 
Konstruktionsaufgaben  für  ihn  durchzuführen,  wie  z.  B.  das 
Aufsuchen  der  Schnittpunkte  mit  einer  gegebenen  Geraden 
oder  der  Tangenten  von  einem  Punkte  aus,  so  kann  man 
in  vielen  Fällen  folgenden  Weg  einschlagen:  man  zeichnet 
sich  einen  zweiten  Kegelschnitt  und  zwar,  der  konstruktiven 
Bequemlichkeit  wegen,  stets  einen  Kreis,  der  perspektiv  auf 
den  gesuchten  Kegelschnitt  bezogen  wird.  Gelingt  es,  diese 
Centralkollineation,  also  ihre  Achse  und  ihr  Centrum,  zu  be- 
stimmen, so  kann  nun  die  Aufgabe  für  den  Kreis  gelöst 
und  die  Lösung  aus  der  Ebene  des  Kreises  in  die  des  Kegel- 
schnittes übertragen  werden  (vergl.  auch  125.,  126.).  Wir  wollen 
dies  an  einigen  Beispielen  durchführen,  indem  wir  zunächst 
folgende  Aufgabe  behandeln: 

Fünf  Punkte   eines  Kegelschnittes  sind  gegeben, 
man  beziehe  einen  Kreis  perspektiv  auf  denselben. 

Sind  A,  B,  C,  D,  JE  die  gegebenen  Punkte  (Fig.  75), 
so  wählen  wir  die  Verbindungslinie  AB  als  Kollineations- 
achse  s  und  legen  durch  A  und  B  irgend  einen  Kreis  k\ 
Dann  ist  das  Centrum  dieser  Perspektiven  Beziehung  auf- 
zusuchen. Bringen  wir  die  Verbindungslmie  CB  in  P  zum 
Schnitte  mit  s,  so  können  wir  die  Polare  2^  von  P  in  bezug 
auf  den  gesuchten  Kegelschnitt  Je  zeichnen;  in  der  gleichen 
Weise  finden  wir  die  Polare  q  des  Schnittpunktes  Q  von 
BE  und  s.  Der  Schnittpunkt  X  von  p  und  q  ist  der 
Pol  von  s  in  bezug  auf  den  Kegelschnitt  7c.  Ihm  muß  ent- 
sprechen der  Pol  X'  von  s  in  bezug  auf  den  Kreis  Je',  den 
Mir  als  Schnitt  der  beiden  Tangenten  an  Je'  in  A  und  B 
sofort  erhalten.  Die  Verbindungslinie  XX'  gibt  einen  Ort 
für  das  gesuchte  Centrum. 

Verbinden  wir  aber  weiter  X  mit  B,  so  muß  durch 
den  Schnittpunkt  dieser  Linie  mit  s  auch  X'B'  gehen.  B' 
ist  also  einer  der  Schnittpunkte,  welche  diese  letztgenannte 
Linie  und  Je'  liefert.  B B'  bestimmt  endlich  auf  XX'  das 
Centrum  S.  Die  Perspektive  Beziehung  erlaubt  dann  in 
einfacher   Weise    die    Konstruktion    weiterer    Elemente    des 
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Kegelschnittes  l'  ans  den  entsprechenden  Elementen  des 
Kreises  Jc\  —  In  ähnlicher  Weise  kann  die  duale  Aufgabe 
erledigt  werden,  einen  Kegelschnitt  aus  fünf  Tangenten  zu 
konstruieren.  Elementare  Lösungen  für  beide  Aufgaben 
wurden  schon  früher  gegeben  (132.,  133.). 


Rg.  75. 

Noch  bequemer  gestaltet  sich  die  Durchführung  für 
folgenden  Fall: 

Von  einem  Kegelschnitt  kennt  man  zwei  Tan- 
genten a  und  b  und  ihre  Berührungspunkte  A  und 
B,  sowie  einen  weiteren  Punkt  C;  die  Schnitt- 
punkte des  Kegelschnittes  mit  einer  gegebenen  Ge- 
raden zu  zeichnen. 

Wir  werden  (Fig.  76)  den  Kreis  so  annehmen,  daß  er 
die  beiden  Tangenten  a  und  h  in  A'  und  B^  berührt  imd 
in  dem  gleichen  Winkelraum  liegt  wie  der  Kegelschnitt  Je. 
Der  Schnittpunkt  S  von  a  und  b  wird  das  Centrum  der 
KoUineation;  mit    C  verbunden  liefert  er  auf  dem  Kreise 
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zwei  Schnittpunkte.  Ist  C  einer  derselben,  so  bestimmen 
die  beiden  Perspektiven  Dreiecke  die  Achse  s.  Für  unseren 
Zweck  ist  dieselbe  übrigens  nicht  nötig,  da  wir  bloß  die  der 
gegebenen  Geraden  g  entsprechende  Gerade  g'  zu  zeichnen 


Fig.  76. 

brauchen.  Dies  gelingt  unter  Benutzung  der  Schnittpunkte 
X,  Y  von  g  mit  den  Geraden  A  C  und  B  C  Die  entr- 
sprechenden  Punkte  X',  Y'  liefern  verbunden  g'  und  die 
Schnittpunkte  P',  Q'  von  g'  mit  dem  Kreise  geben  aus  S 
auf  g  projiziert  die  verlangten  Schnittpunkte  P,  Q.  Daran 
schließen  wir  endlich  noch  folgende  Aufgabe: 

Von    einer   Hyperbel    sind   gegeben    die    beiden 

Asymptoten,  sowie  ein  Punkt.    Man  konstruiere  die 

Schnittpunkte    der   Hyperbel   mit   einer   gegebenen 

Geraden. 

Jetzt   sind    (Fig.  77)    A  und  B  die    unendlich   fernen 

Punkte  der  Asymptoten  a  und  &,  im  übrigen  ändert  sich 

nichts  in  der  Durchführung  der  Konstruktion. 

139.  Weiter  sei  verlangt,  einen  Kegelschnitt  zu  kon- 
struieren aus  drei  Punkten  A,  B,  C  und  den  Tangenten 
a  und  ö  in  zweien  derselben. 
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Wir  wählen  einen  Kreis,  der  die  Tangenten  a  und  & 
berührt  (Fig.  78)  und  den  Schnittpunkt  S  derselben  als 
Centrum  der  Kollineation.  Die  Strahlen  von  S  nach  A,  B, 
C  schneiden  den  Kreis  je  in  den  Punkten  A%  A",  B',  B", 
C,   C",     Ordnen    wir   den    Punkten  A,  B,   C  die  Punkte 


Fig.  77. 

A',  B',  C  zu,  so  ist  durch  diese  beiden  Perspektiven  Drei- 
ecke die  Achse  s  der  Kollineation  bestimmt.  Dann  ist  es 
leicht,  von  dem  Kegelschnitt  h  weitere  Elemente,  z.  B.  die 
Berührungspunkte  auf  a  und  &,  zu  konstruieren. 

Während  bei  den  bisher  behandelten  Aufgaben  der 
Kegelschnitt  eindeutig  bestimmt  war,  gibt  es  in  diesem 
Falle  vier  Kegelschnitte  mit  den  gegebenen  Elementen. 

Zimächst  können  wir  den  Punkten  A,  B,  C  auf  acht 
verschiedene  Arten  drei  der  Punkte  A%  B',  C,  A",  B'',  C", 
zuordnen,  aber  je  zwei  solche  Zuordnungen  fuhren  zwar  zu 
verschiedenen  Achsen  s,  aber  zu  dem  gleichen  Kegelschnitt. 
Wenn  wir  z.  B.  in  der  Figur  den  Punkten  A,  B,  C  die 
Punkte  A'^,  B",  C"  entsprechen  lassen,  so  erhalten  wir  den 
nämlichen  Kegelschnitt  h,  nur  ist  die  zweite  gemeinsame 
Sehne  s^  als  Achse  der  Centralkollineation  zu  Grunde  gelegt 
worden.  Die  dual  entsprechende  Aufgabe,  einen  Kegelschnitt 
aus  drei  Tangenten  und  zwei  Punkten  zu  konstruieren,  ist 
leicht  durch  die  entsprechenden  Betrachtimgen  zu  erledigen. 
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Fig.  78. 


Fig.  79. 

Dagegen  soll  noch  folgender  spezielle  Fall  der  obigen  Auf- 
gabe behandelt  werden: 

Einen    Kegelschnitt    zu    konstruieren    aus    drei 
Punkten  und  einem  Brennpunkt. 

Ist  F  der  gegebene  Brennpunkt  (Fig.  79),  so  wird  durch 
denselben  auch  die  Rechtwinkelinvolution  festgelegt,  welche  zu 
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ilim  in  bezug  auf  den  gesuchten  Kegelschnitt  gehört.  Mitliin 
sind  auch  die  von  F  aus  an  den  Kegelschnitt  gehenden 
Tangenten,  d.  h.  die  imaginären  Doppelstrahlen  dieser  Invo- 
lution als  gegeben  anzusehen.  Konstruktiv  verwenden  wir 
dies  in  der  Weise,  daß  wir  das  Centrum  S  einer  Kollineation 


Fig.  80. 


nach  jP  verlegen  und  nun  nach  dem  zweiten  Satze  von  (13r>.) 
irgend  einen  Kreis  mit  F  als  Mittelpunkt  auf  den  gesuchten 
Kegelschnitt  perspektiv  beziehen.  Es  gibt  wieder  vier  Kegel- 
schnitte von  der  verlangten  Eigenschaft. 

140.  Einen  Kegelschnitt  zu  konstriueren  aus  vier  Punkten 
und  einer  Tangente. 


Doehlemann,  Geometrisefae  Tranafonnalionen. 
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:  pEs  seien  Ä,  B,  G,  D  die  gegebenen  Punkte,  t  die 
gegebene  Tangente  (Fig.  80)*).  Die  Verbindungslinie  AB 
werde  als  Achse  s  gewählt  und  durch  A  und  B  irgend  em 
Kreis  konstruiert.  Trifft  CD  die  Achse  s  in  P,  so  liefert 
das  vollständige  Viereck  AB  CD  durch  seine  beiden  letzten 
Gegenecken  die  Polare  p  von  P  in  bezug  auf  den  gesuchten 
Kegelschnitt  h.  Die  Polare  p'  von  P  in  bezug  auf  den 
Kreis  h'  können  wir  aber  direkt  zeichnen;  p  und  p'  müssen 
sich  auf  s  begegnen.  Der  Tangente  t  ordnen  wir  eine  der 
Tangenten  zu,  die  vom  Schnittpunkte  von  s  und  t  aus  an 
den  Kreis  h'  gehen,  also  etwa  die  Tangente  f.  Dann  muß 
dem  Schnittpunkt  X  von  t  und  p  entsprechen  der  Schnitt- 
X'  von  V  und  p',  so  daß  die  Verbindungslinie  XX'  das 
gesuchte  Kollineationscentrum  enthalten  wird. 

Um  dasselbe  vollständig  zu  bestimmen,  verbinden  wir 
X  etwa  mit  C.  Die  entsprechende  Lirne  geht  durch  X'  und 
den  entstehenden  Schnittpunkt  auf  s  und  schneidet  den 
Kreis  in  zwei  Punkten  C  und  Cl.  Jeden  derselben  können 
wir  dem  Punkte  C  zuordnen.  Die  Verbindungsstrahlen  C  C 
bezw.  C  Gl  geben  dann  in  ihren  Schnittpunkten  mit  X  X' 
zwei  Kollineationscentren  S  und  S^-  Eine  genauere  Unter- 
suchung zeigt,  daß  es  (algebraisch  gesprochen)  zwei  Lösungen 
gibt.  Die  Berührungspunkte  T  und  T^  dieser  beiden  Kegel- 
schnitte sind  in  der  Figur  unter  Benutzung  des  Berührungs- 
punktes T'  ermittelt. 

Die  duale  Aufgabe,  einen  Kegelschnitt  aus  vier  Tan- 
genten und  einem  Punkte  zu  konstruieren,  erledigt  sich  in 
ähnlicher  Weise. 

Konstruktion  der  Achsen  eines  Kegelschnitts. 

141.  Enthält  in  einer  CentralkoUineation  irgend  eine 
Kurve  das  Centrum  S,  so  läuft  die  entsprechende  Kurve 
ebenfalls  durch  S  und  beide  Kurven  besitzen  überdies  in  S 
die  gleiche  Tangente,  da  ja  alle  Strahlen  des  Büschels  S  sich 
selbst  entsprechen.  Kennen  wir  nun  von  einem  Kegelschnitt 
eine  Tangente  und  deren  Berührungspunkt,  so  vereinfacht 
sich  die  Betrachtung  noch  etwas,  wenn  wii"  das  Centrum  der 
zu  benutzenden  Kollineation  in  diesen  Berührungspunkt  ver- 
legen.   Als  perspektives  Bild  des  Kegelschnittes  müssen  wir 


*)  In  der  Figur  fehlt  der  Buchstabe  D. 
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dann  einen  Kreis  wählen,  der  die  gegebene  Tangente  in 
dem  Berührungspunkt  ebenfalls  berührt.  Die  Achse  der 
Kollineation  ist  in  diesem  Falle  eindeutig  bestimmt.  Es 
möge  folgendes  Beispiel  durchgeführt  werden,  bei  dem  als 
zu  bestimmender  Kegelschnitt  eine  Parabel  auftritt: 

Von  einer  Parabel  kennt  man  die  Scheiteltangente,  den 
Scheitel  und  einen  weiteren  Punkt;  man  zeichne  die  Schnitt- 
punkte der  Kurve  mit  einer  gegebenen  Geraden. 


^¥ 


Fig.  81. 


Ist  A  der  Scheitel,  o  die  Scheiteltangente,  so  gibt  die 
Senkrechte  in  ^  zu  a  (Fig.  81)  den  Berührungspimkt  jB  der 
unendlich  fernen  Geraden.  Wir  wählen  das  Centrum  S  va.  A 
und  konstruieren  einen  KJreis,  der  die  Scheiteltangente  in  A 
berührt.  Wird  dieser  centralkollinear  auf  die  gesuchte  Parabel 
bezogen,  so  müssen  wir  dem  Punkte  5  offenbar  den  Punkt 
jB'  zuordnen.  Die  Tangente  in  jB'  an  den  Kreis  und  die  Tan- 
gente in  5  an  die  Parabel,  d.  h.  die  unendlich  ferne  Gerade, 

16* 
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begegnen  sich  auf  der  Achse  s  der  Kollineation :  also  folgt, 
daß  s  parallel  zu  a.  Konstruieren  wir  noch  den  Punkt  6", 
das  Bild  von  C,  so  liefern  B  C  und  B'  C  einen  Punkt  der 
Achse  und  damit  diese  selbst.  Zur  gegebenen  Geraden  g 
verschaffen  wir  uns  dann  leicht  —  eventuell  auch  ohne  s 
nötig  zu  haben  —  die  entsprechende  Gerade  g'  und  deren 
Schnittpunkte  X',  Y'  mit  dem  Kreise  sind  nur  noch  aus 
S  auf  g  zu  projizieren^  um  die  gesuchten  Schnittpunkte  X 
und   Y  von  g  mit  der  Parabel  zu  erhalten. 

142.  Es  gibt  nun  aber  unendliche  viele  Kreise,  welche 
einen  festen  Kegelschnitt  Iz  in  einem  gegebenen  Punkte  A 
berühren.     Alle    diese  Kreise  bilden    ein   Büschel.      Besitzt 


Fig.  82. 

der  Kegelschnitt  Ä  einen  Mittelpunkt,  so  können  wir  zu  A 
die  in  bezug  auf  die  Achsen  symmetrisch  gelegenen  Punkte 
A-^  und  J^2  (Fig.  82)  aufsuchen.  Die  Kreise  des  Büschels, 
welche  bezw.  durch  Ai^  und  A^  gehen,  müssen  wegen  der 
Symmetrie  der  Figur  auch  in  diesen  Punkten  den  Kegel- 
schnitt berühren.  Jeder  dieser  beiden  Kreise  berührt  dem- 
nach den  Kegelschnitt  Iz  doppelt,  die  Verbindungslinie  A^  A.^ 
ist  ein  Durchmesser  von  h  und  es  ist  selbstverständlich, 
daß  die  Achsen  des  Kegelschnittes  die  Winkel  der  Tan- 
genten a  und  %  in  A  und  A^,  bez.  a  und  %  in  A  und  A.^ 
halbieren. 

Verwenden  wir  nun  zur  Bestimmung  des  Kegelschnittes 
etwa  den  Punkt  A  und  die  Tangente  a,  sowie  die  Punkte 
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JB,  C,  D  und  wählen  irgend  einen  die  Gerade  a  in  ^ 
berührenden  Kreis  Je'  als  perspektives  Bild,  so  ist  durch 
die  Perspektiven  Dreiecke  JB,  C,  D  und  B%  C,  D'  die 
Achse  s  der  CentralkoUineation  festgelegt,  während  ihr 
Centrum  S  mit  A  zusammenfällt.  Diese  Achse  s  geht  durch 
die  beiden  weiteren  Schnittpunkte  von  li'  mit  dem  Kegel- 
schnitt. Dm'chläuft  der  Kreis  k'  das  Kreisbüschel,  so  bilden 
die  Punktpaare,  welche  er  auf  dem  Kegelschnitt  h  noch 
ausschneidet,  eine  Involution.  Zu  jedem  Kreise  gehört 
ein  solches  Punktpaar  und  auch  umgekehrt  zu  jedem 
Punktpaar  ein  Kreis.  Die  Verbindung-slinien  der  Punkte 
eines  Paares  oder  anders  ausgedrückt,  alle  Achsen  s  der  oo^ 
Kollineationen  laufen  mithin  nach  64.  durch  einen  Punkt. 
Daß  dies  ein  unendlich  ferner  sein  muß,  ist  unschwer  ein- 
zusehen. Denn  greift  man  statt  1:'  einen  andern  Ej-eis  Ä-" 
des  Büschels  heraus,  auf  dem  dann  die  Punkte  JB",  C",  JD" 
durch  die  Projektions  strahlen  aus  A  ausgeschnitten  werden, 
so  ist 

B''C"^B'C',     B"JD"^B'JD'  u.  s.  f. 

und  die  neue  Achse  s'  muß  parallel  zu  s  sein.  Parallel  der 
Richtung  s  gibt  es  aber  zwei  Tangenten  an  k  und  diese 
berühren  eben  in  den  Punkten  A.^  und  A.^. 

Die  Richtimgen  der  Achsen  des  Kegelschnittes  sind 
mithin  auch  zu  erhalten  als  die  Linien,  welche  die  Winkel 
von  s  und  a  halbieren.     Es  ist  also  bewiesen: 

Bezieht  man  einen  Mittelpunktskegelschnitt  per- 
spektiv  auf  einen  Kreis  und  liegt  das  Centrum  der 
Kollineation  auf  dem  Kegelschnitt,  so  werden  die 
Richtungen  der  Achsen  gegeben  diu*ch  die  Halbie- 
rungslinien des  Winkels,  den  die  Achse  der  Kolli- 
neation mit  der  gemeinsamen  Taugente  im  Centrum 
bildet. 

Damit  ist  eine  Konstruktion  der  Achsen  gegeben,  die 
wir  im  folgenden  Beispiel  durchführen;  vorher  aber  wollen 
wir  aus  den  obigen  Sätzen  noch  eine  weitere  Folgermig 
ziehen. 

143.  In  dem  Büschel  von  Parallelstrahlen,  den  die  zu 
dem  Kreisbüschel  gehöiigen  Achsen  s  bilden,  ist  auch  ein 
Strahl  enthalten,  der  durch  A,  d.  h.  durch  das  Centrura  S 
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hindurchgeht.  Der  zu  dieser  Achse  gehörige  Kreis  muß 
mit  dem  Kegelschnitt  h  drei  Punkte  in  A  gemeinsam  haben, 
ist  also  der  Krümmungskreis  desselben.  Wir  gehen  auf 
Konstruktionen  desselben,  die  leicht  abzuleiten  wären,  nicht 
weiter  ein,  sondern  wollen  dies  Resultat  bloß  noch  verwenden 
in  folgender  Aufgabe:  1 

Von  einem  Kegelschnitt  sind  gegeben  ein  Punkt 
A,  seine  Tangente  a,  der  Krümmungskreis  in  A^ 
sowie  zwei  weitere  Punkte  B  und  C.  Man  kon- 
struiere den  Kegelschnitt,  in  Sonderheit  seine  Achsen. 

Die  Centralkollineation  hat  ihr  Centrum  S  im  Punkte  A ; 
SB  und  SC  liefern  auf  dem  Kreise  die  Punkte  B'  und  C 
(Fig.  83).  Im  Schnittpunkte  der  Linien  B  C  und  B'  C  er- 
halten wir  einen  Punkt  der  Achse  s,  die  weiter  durch  A 
geht.    Halbieren  wir  die  Winkel,  welche  a  und  s  bilden,  so 


Fig.  83. 

sind  dies  die  Richtungen  der  Achsen.  Auf  dem  Kreise 
bestimmen  diese  Linien  die  Punkte  A(,  A^,  deren  ent- 
sprechende A^  und  A^  mit  A  drei  Ecken  eines  dem  ge- 
suchten Kegelschnitt  eingeschriebenen  Rechteckes  geben.  Der 
Schnittpunkt  der  Diagonalen  dieses  Rechteckes  A  A^  A^  A^ 
ist  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes,  die  Längen  der 
beiden  Hauptachsen  ergeben  sich,  durch  Aufsuchung  der 
entsprechenden  Linien  im  Perspektiven  Bilde. 

Eingehendere  Ausführungen  und  weitere  Aufgaben  findet 
man  z.  B.  in  folgenden  Werken: 
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Wiener:  „Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie".  1.  Bd. 
6.  Abschn.  (X,  XI).     Leipzig  1884. 

V.  Peschka:  ,,Freie  Perspektive".  2,  Aufl.  Bd.  L  Leipzig 
1888.     S.' 253  ff. 

Vonderlinn:  „Lehrbuch  des  Projektions-Zeichnens".  3. TeU. 
2.  Hälfte.     Stuttgart  1892. 

Rohn  &  Papperitz:  „Lehrbuch  der  darstellenden  Geo- 
metrie".    1.  Bd.,  5.  Kap.     Leipzig  1893. 


lY.  Abschnitt. 

Die  projektiven  Raumtransformationeii. 


Vin.  Kapitel. 

Kollineare  und  reziproke  räumliche  Systeme  in 
getrennter  Lage. 

§  23.  Die  kollineare  und  reziproke  Beziehung;  im  Baume. 

Kollineare  und  reziproke  Systeme,   definiert  durch 
die  Zuordnung  der  Elemente  mit  den  gleichen  pro- 
jektiven Koordinaten. 

144.  Wenden  wir  uns  jetzt  zur  Betrachtung  der  Ver- 
wandtschaft räumlicher  Systeme,  so  tritt  zunächst  der 
Unterschied  zu  Tage,  daß  solche  Systeme,  genau  genommen, 
immer  dem  gleichen  Träger  angehören,  sofern  sie  sich  eben 
in  dem  einen,  uns  zur  Verfügung  stehenden  Baume  be- 
finden. Doch  wollen  wir  uns  einstweilen  vorstellen,  daß  wir 
zwei  sozusagen  getrennte  Gebiete  unseres  Raumes  auf  einander 
beziehen.  Später  sollen  sich  daran  die  Überlegungen  schließen, 
die  damit  zusanmienhängen,  daß  diese  Baumgebiete  erweitert 
sich  ja  vollständig  durchsetzen. 

In  jedem  der  beiden  räumlichen  Systeme  oder  „Räume", 
die  wir  mit  2!  und  2!'  bezeichnen  wollen,  wählen  wir  je  ein 
Fundamentalsystem  Ä^,  A^,  A^,  A^,  E  bezw.  A{,  Ai,  Ai, 
AI,  E'.  Die  projektiven  Koordinaten  Xi  eines  Punktes  P 
von  2  und  die  Koordinaten  xl  eines  Pmiktes  P'  des  Systems  Z' 
beziehen  sich  auf  diese  Fundamentaltetraeder.  Die  einfachste 
Möglichkeit,    die  Punkte   der  beiden   Systeme   einander  zu- 
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zuordnen,  besteht  nnn  wieder  darin,  daß  wir  solche  Punkte 
in  Z  und  Z'  einander  entsprechen  lassen,  die  in  jedem  der 
beiden  Koordinatensysteme  zu  den  gleichen  Verhältnis- 
zahlen gehören.  Offenbar  ist  die  Verwandtschaft  der  Punkt- 
systeme dann  eine  eindeutige  und  sie  wird  durch  die 
Gleichungen  darstellt: 

QX(=Xi,       0X2  =X2,       QXi=  OX^,       QXl  =  X^ 

die  wir  in  die  eine  zusammenfassen: 

(1)  Qx:=x,      {i  =  i,  2, 3, 4) 

Die  Verschiedenheit  der  beiden  räumlichen  Systeme  wird 
lediglich  durch  die  Verschiedenheit  der  beiden  Gruppen  von 
Fundamentalpunkten  bedingt. 

145.  Das  eindeutige  Entsprechen  der  Punkte  genügt 
aber  noch  nicht  zur  vollständigen  Charakterisierung  einer 
solchen  Verwandtschaft.  Es  findet  vielmehr  statt  bei  allen  ein- 
eindeutigen Punkttransformationen.  Wir  gewinnen  dagegen 
ein  weiteres  Unterscheidimgsprinzip,  wenn  wir  einen  Punkt  P 
des  einen  Systems  eine  Ebene  beschreiben  lassen.  Dann 
wird  bei  einer  allgemeinen  Verwandtschaft  der  entsprechende 
Punkt  P'  eine  Fläche  von  ii^end  welcher  Ordnung  durch- 
laufen. In  imserm  Falle  ist  diese  Fläche  wieder  eine  Ebene, 
wie  sich  aus  den  Gleichungen  (1)  durch  Einsetzen  in  eine 
lineare  Gleichung  unmittelbar  ei^bt.  Es  entspricht  mithin 
jeder  Ebene  ^vieder  eine  Ebene  und  folglich  auch  einer  Ge- 
raden, dem  Schnitt  zweier  Ebenen,  wieder  eine  Gerade,  der 
Schnitt  der  zwei  entsprechenden  Ebenen. 

Vergleicht  man  die  Ebenen,  die  durch  die  Substitution 
(1)  einander  zugewiesen  werden,  so  leitet  man  zwischen  den 
Koordinaten  ^,  und  ^/  solcher  entsprechenden  Ebenen  den 
Zusammenhang  ab 

U2)  Q^:=^i      (t  =  i,  2, 3, 4) 

Demnach  haben  auch  entsprechende  Ebenen  der  beiden 
Systeme  die  Eigenschaft,  daß  ihre  Koordinaten  durch  die 
gleichen  Verhältniszahlen  dargestellt  werden.  Ob  wir  also 
von  den  Punkten  oder  Ebenen  ausgehen,  wir  gelangen  zu 
der  gleichen  Verwandtschaft. 

Liegt  ein  Punkt  in  einer  Ebene,  so  enthält  auch  die 
entsprechende  Ebene   den   entsprechenden    Punkt.     Gleich- 


250     VIII.  Kollineare  und  reziproke  räumliche  Systeme  u.  s.  f. 

bezeichnete  Punkte  A^  und  A/  tragen  kollineare  Bündel,  was 
daraus  leicht  gefolgert  werden  kann,  daß  beide  Bündel  sich 
nur  durch  die  Vertauschung  voij  Xi  mit  Xi  unterscheiden. 
In  der  gleichen  Weise  sind  die  Ebenenbüschel  aus  ent- 
sprechenden Kanten  der  beiden  Fundamentaltetraeder  pro- 
jektiv. 

Für  irgend  zwei  Ebenen  s  und  e',  die  einander  in  2 
und  2^'  entsprechen,  folgt  dann  aber,  daß  sie  kollinear  auf 
einander  bezogen  werden.  Denn  die  kollinearen  Bündel 
aus  zwei  Punkten  Ai  und  A/  schneiden  aus  ihnen  ent- 
sprechende Elemente  der  Verwandtschaft  aus. 

Entsprechende  Gerade  der  beiden  Räume  tragen  pro- 
jektive Punktreihen  und  Ebenenbüschel. 

Durch  die  Zuweisung  von  Elementen  mit  den  gleichen 
projektiven  Koordinaten  werden  also  die  beiden  Systeme  2 
und  2'  in  folgender  Weise  auf  einander  bezogen: 

Jedem  Punkte  des  einen  Systems  entspricht  ein 
und  nur  ein  Punkt  im  zweiten  und  umgekehrt. 
Beschreibt  der  Punkt  eine  Ebene  oder  Gerade,  so 
gilt  das  Gleiche  von  dem  entsprechenden  Punkte, 
und  die  dadurch  entstehenden  Grundgebilde  zweiter 
bezw.  erster  Stufe  sind  kollinear  bezw.  projektiv. 
Irgend  vier  Elemente  eines  Grundgebildes  erster 
Stufe  und  die  vier  ihnen  entsprechenden  bilden 
also  das  gleiche  Doppelverhältnis. 
Die  beiden  Systeme  nennt  man  „kollinear^^  und  die 
Beziehung  selbst  eine  „Kollineation", 

146.  Benutzen  wir  die  gleichen  Verhältniszahlen,  um 
durch  dieselben  im  Systeme  2  einen  Punkt  x, ,  im 
System  2'  aber  eine  Ebene  |/  zu  bestimmen,  so  erhalten 
wir,  durch  die  Gleichungen 

(3)  Q^:=Xi     (i==l,  2,  3,  4) 

definiert,  die  zweite  projektive  Verwandtschaft  räumlicher 
Systeme,  die  sogenannte  „Korrelation". 

Legen  wir  durch  den  Punkt  Xi  irgend  eine  Ebene, 
deren  Gleichung 

'2  ^iXi=  0 
»■=  1 

und  wenden  auf  sie  die  Substitution  (3)  an,   so  werden  die 
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Punkte  des  ^'-Raumes  mit  den  Ebenen  des  ^-Raumes 
durch  die  Formeln  verknüpft: 

(4)  ^^/=l.      (i  =  l,2,  3,  4) 

Dem  Ebienenbündel  Xi  entspricht  das  Punktfeld  in  der 
Ebene  |/  u.  s.  f. 

Diese  so  auf  einander  bezogenen  „reziproken"  oder 
^jl^orrelativen"  Systeme  haben,  abgesehen  von  dem  Um- 
stände, daß  sich  ungleichartige  Elemente  —  Punkt  und 
Ebene  —  entsprechen,  genau  die  nämlichen  Eigenschaften 
wie  die  kollinearen:  entsprechende  Grundgebilde  zweiter 
l^ezw.  erster  Stufe  sind  reziprok  bezw.  projektiv.  Durch  die 
Möglichkeit,  solche  reziproke  Systeme  herzustellen,  wird  das 
Dualitätsgesetz  in  seiner  Formulierimg  für  den  Raiun 
bewiesen. 

Die  Bestimmung  einer  Kollineation  oder  Korrelation 
ist  damit  gleichzeitig  erledigt.  Denn  da  fünf  Punkte  oder 
fünf  Ebenen  in  allgemeiner  Lage  stets  als  em  Koordinaten- 
system benutzt  werden  können,  so  folgt: 

Eine  Kollineation  im  Raiune  ist  eindeutig  be- 
stimmt, wenn  irgend  fünf  Punkten  des  einen  Systems 
oder  auch  irgend  fiinf  Ebenen  desselben  ebensoviele 
Punkte  oder  Ebenen  des  zweiten  Systems  zugeordnet 
werden,  wobei  sich  diese  Elemente  in  allgemeiner 
Lage  befinden  müssen. 

Eine  Korrelation  wird  bestimmt,  wenn  man  zu 
irgend  fünf  Punkten  des  einen  Systems  fünf  Ebenen 
des  anderen  Systems,  je  in  allgemeiner  Lage,  als 
entsprechend  annimmt. 

In  betreff  anderer  Bestimmungsarten  einer  KolKneation 
sei  nur  bemerkt,  daß  durch  die  Angabe  von  vier  Punkten 
und  einer  Ebene  oder  vier  Ebenen  und  einem  Punkte  in 
jedem  der  beiden  Systeme  eine  kollineare  Beziehung  eben- 
faUs  eindeutig  festgelegt  wird,  da  vier  Punkte  oder  vier 
Ebenen  ebensoviel  Ebenen  bezw.  Punkte  liefern.  Wählt 
man  dagegen  drei  Punkte  und  zwei  Ebenen  oder  drei  Ebenen 
imd  zwei  Punkte  in  jedem  der  Systeme  ganz  beliebig,  so 
ist  im  allgemeinen  keine  Kollineation  möglich  mit  diesen 
Elementen  als  entsprechenden. 
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Die  allgemeine,  lineare  Substitution. 

147.  Die  Gleichungen  (1)  stellen  nun  wieder  den 
speziellsten  Fall  folgender  allgemeinen,  linearen  Sub- 
stitution vor: 

Q00\^  —  Q/^  ^  jC-^  ~j~  (a/-^  2  *^2  ~T~  ^13  ^Z  "T~  ^1 4  ^4 

QXq  =  tt^iXi  -f-  %2'^2  ~r  %3*^3  ~r  %4^4 
^•^4  ^^^  0^41^1  "T"  0^42*^2    I     ^43*^3  ~r  ^44  "^4 

Diese   ganze   Gruppe  von  Gleichungen    ersetzen  wir   durch 
die  eine: 

A-  =  4 

(5)  QXt^=  2  aa  ock     {i  =  1,  2,  3,  4) 

k=  1 

Wir  können  damit  zu  jedem  Punkte  P  mit  den  Ko- 
ordinaten Xi  den  entsprechenden  P'  mit  den  Koordinaten  x! 
angeben:  daß  aber  auch  umgekehrt  zu  jedem  Punkte  P'  ein 
Punkt  P  sich  ergibt,  wird  klar,  wenn  wir  die  Gleichungen  (5) 
nach  den  Xt  auflösen.  Die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafür,  daß  dies  möglich  sei,  wird  aber  dadui'ch 
gegeben,  daß  die  Determinante  der  Substitution 


zl  = 


"41 


"42 


%3 

«23 
%3 
^43 


"44 


von  Null  verschieden  sei,  d.  h.  A^O.  Machen  wir  also 
die  Voraussetzung,  daß  A  nicht  verschwindet,  so  liefert  das 
Gleichungssystem  (5),  nach  den  Xi  aufgelöst,  bekanntlich: 


(6) 


A  -  Xi 


fc=4 


^  auxi     (i=l,  2,  3,4) 


Ä=l 


Hierbei  ist  aa  die  dreireihige  Unterdeterminante,  die  in  A 
zu  dem  Element  a^  gehört.  Demnach  läßt  sich  auch  um- 
gekehrt zu  jedem  Punkte  F'  oder  x'i  nur  ein  Punkt  P 
oder  Xi  ermitteln.  Beschreibt  ferner  P  oder  F'  eine  Ebene, 
so  ist  der  entsprechende  Punkt  auf  eine  Ebene  angewiesen 
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md  die  Vergleiehung  der  Koeffizienten  füiirt  zu  den 
ra  n  sponierten  Substitutionen : 

*-;^  (i=l,  2,  3,  4) 

8)  o|;=  2-0,^1» 

it  =  i 

148.  Aber  auch  die  Gleichungen  (5)  bis  (8)  stellen 
keine  allgemeinere  Verwandtschaft  dai*  vde  die  Gleichungen  (1) 
und  (2):  vielmehr  lassen  sich  zwei  durch  die  Gleichungen  (5) 
auf  eiaander  bezogene  Systeme  bei  passender  Wahl  der 
Koordinatentetraeder  wieder  in  der  zweiten  Form  darstellen: 
man  hat  nämlich  nur  nötig,  in  entsprechende  Punkte  der 
beiden  Systeme  auch  einander  zugeordnete  Fundamental- 
pimkte  zu  verlegen.     So  stellen  z.  B.  die  Gleichungen 

(9)  ßx/=a.,:r,     (i  =  l,  2,  3,  4) 

zwei  kollineare  Räume  dar,  bei  denen  zwar  die  vier  Ecken 
der  Fundamentaltetraeder,  nicht  aber  die  Einheitspunkte 
einander  entsprechen.  Sind  auch  die  Einheitspunkte  einander 
zugewiesen,  so  erhält  man  eben  die  Form  der  Gleichungen  (1). 
(Vergl.  übrigens  92.) 

Ganz  ebenso  liefern  die  Gleichungen: 

(10)  ßi;  =  ^  aaXi     (i  =  1,  2,  3,  4) 

k=  1 

sowie  die  daraus  abgeleiteten: 

(11)  ^•^'  ^  -  -  —      -^       - 

(12) 

(13) 

die  korrelative  Beziehung,  wie  sie  auch  schon  durch  die 
Gleichungen  (3)  und  (4)  gegeben  war,  in  allgemeinster 
Darstellimg. 


Q 

k  =  4 

a*i  ?* 

l*  = 

=  X,  Ä,  o,  -t; 

Qii- 

=2' 

t-=4 

au^k 

(»  = 

=  1,  2,  3,  4) 

Qafi  = 

=2' 

anXi, 

(i  = 

=  1,  2,  3,  4) 

254     VIII.  Kollineare  und  reziproke  räumliche  Systeme  u.  s.  f. 

Der  unendlich  fernen  Ebene  im  einen  oder  anderer 
System  ordnet  eine  Kollineation  im  allgemeinen  je  eine  ine 
Endlichen  gelegene  Ebene,  die  sog.  „Fluchtebene"  zu,  derer 
Gleichung  aufzustellen  keine  Schwierigkeit  bereitet  (Vergl.  65.) 
Eine  Korrelation  läßt  ebenso  der  unendlich  ferner 
Ebene  von  2  und  ^'  je  einen  im  Endlichen  gelegener 
Punkt  (den  Mittelpunkt)  entsprechen.  In  betreff  der  Ge- 
bilde, die  in  kollinearen  bezw.  korrelativen  Räumen  einandei 
entsprechen,  kann  auf  das  Frühere  (73.  77.)  verwiesen  werden 
Zusammenfassend  bemerken  wir: 

Die  allgemeine,  lineare,  homogene  Substitutioi 
im  quaternären  Gebiet  mit  nicht  verschwindende: 
Determinante  stellt  je  nach  der  Verknüpfung  de: 
Koordinaten  eine  räumliche  Kollineation  oder  Kor 
relation,  also  eine  projektive  Transformation,  dar 


Darstellung  in  nicht-homogenen  Koordinaten. 

149.  Beabsichtigen  wir,  eine  projektive  Transformatioi 
in  nicht -homogenen,  schiefwinkeligen  Koordinaten  dar 
zustellen,  so  können  wir  die  zu  Grunde  gelegten  Funda 
mentaltetraeder  zum  Unendlich  -  Fernen  in  eine  besonder 
Lage  bringen,  indem  wir  etwa  die  Koordinatenebenen  x^  =  ( 
und  xi  =  0  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  in  jedem  de 
beiden  Systeme  zusammenfallen  lassen.  Die  übrigen  dre 
Koordinatenebenen  liefern  dann  je  ein  gewöhnliches,  schief 
winkeliges  Koordinatensystem  und  die  soeben  aufgestellte! 
Formeln  gehen  (vergl.  37)  vermittels  der  Umformungen 

/y»  /y»  /y» 

JU\  tÄ/Q  t/y-j 

X  =  ~  t/=^  Z=  — 

/VI  *^  /y.  /VI 

U/^  Jy^  U/^ 

über  in  die  folgenden: 

a^x  -\-  b^p  -\-  c^0  -]-  dl 


X  = 


a^x  -f  \y  +  c^2  +  d^ 
(14)  i/  = 


a^x  +  ^y  +  c^z  +  d^ 


z  = 


a^x  4-  \y  -1-  c^z  -h  d^ 
a^x  -\-\y  -\-  c^z  -\-  d^ 
a^x  +  h^y  -\-  c^z  +  d^ 
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Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  nach  x' ,  y',  z'  läßt 

sich  leicht  bewerkstelligen  und  ebenso  die  Aufstellung  der 

Beziehungen  zwischen  den  Linienkoordinaten  (78.).    Es  mag 

bemerkt  werden,  daß  der  unendlich  fernen  Ebene  verschiedene 

Ebenen  entsprechen,  je    nachdem   man    sie    als    zum  einen 

oder  anderen  System  gehörig  betrachtet.    Es  zeigt  sich  also: 

In  nicht-homogenen  (schiefwinkeligen)  Koordinaten 

werden  die  projektiven  Raumtransformationen  durch 

eine    lineare,    gebrochene    Substitution    mit   dem 

gleichen  Nenner  dargestellt. 

In  den  Gleichungen  (14)  treten  16  Konstante  auf,  die 

sich  durch  Division   mit  einer  derselben  auf  15  wesentliche 

reduzieren;  daraus  folgt: 

Es  gibt  ooi^  Kollineationen  bezw.  Korrelationen 
im    Räume,    oder   alle    Kollineationen    bezw.    Kor- 
relationen des  Raumes  bilden  eine  15  fach  unendliche 
Mannigfaltigkeit. 
Daß   die    projektiven  Transformationen,    sowohl    die  in 
der  Ebene  als  auch  die  räumlichen,  eine  Gruppe  bilden,  folgt 
in  ähnlicher  Weise  wie  früher.  (Vei^l.  die  Bemerkung  von  51.) 

Die  Ausartungen  der  Kollineation  und  Korrelation. 

150.  Unerledigt  bheb  bisher  noch  der  Fall,  wo  die 
Determinante  A  einer  linearen  Substitution  den  Wert  0 
hatte.  Das  Verschwinden  dieser  Größe  hat  zur  Folge,  daß 
z-vs-ischen  den  Gleichungen  (5)  eine  lineare  Abhängigkeit  be- 
steht. In  der  Tat  können  wir  doch  für  ganz  beliebige  Werte 
der  Xi  folgende  Umformung  durchfuhren: 


QX{ 

«12 

«13 

«14 

«11^1 

qx't 

»21 

«23 

«24 

«21^1 

QX^ 

«31 

«32 

«34 

«31^1 

oxi 

«41 

«42 

«44 

«41^1 

od 

er: 

CLr 


üo 


*42 


*43 


«14 
«24 

«34 
«44 


=  Xj^A=0 


anx{  +  021^2  +  031^:3  +  041^:4'  =  0 

eine    Beziehung,    die    überhaupt   in    der   Form   geschrieben 
werden  kann: 

2:\,iXi  =  0     {i=  1,  2,  3,  4) 

k  =  l 
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Dadurch  wird  eine  „singulare"  Ebene  d'  im  System  H'  dar- 
gestellt, und  einem  beliebigen  Punkte  x,  in  ^  entspricht 
demnach  ein  Punkt  in  dieser  Ebene.  Betrachten  wir 
andererseits  die  Gleichimgen 

ft=4 

2"  aaXjc  =0     (i  =  1,  2,  3,  4) 

so  sind  dies  vier  Ebenen  im  System  2J,  und  wegen  zJ  =  0 
gehen  dieselben  durch  einen  Punkt  G.  Dessen  Koordi- 
naten X,  befriedigen  diese  vier  Gleichungen,  und  bei  Be- 
nutzung dieser  Werte  erhalten  wir  folglich  aus  dem  System 
der  Gleichungen  (5)  für  die  Xi  die  Verhältniszahlen  0 
d.  h.  die  Xi  werden  unbestimmt.  Der  Punkt  G  ist  ein 
singulärer  Punkt  des  Systems  2  und  ihm  entsprechen 
alle  Punkte  des  anderen  Kaumes  2J'. 

Verbinden  wir  ferner  irgend  einen  Punkt  von  2  mit 
den  Koordinaten  Xi  mit  G  durch  eine  Gerade,  so  werden 
die  Koordinaten  eines  Punktes  dieser  Verbindungslinie  die 
Werte  haben: 

Xxi  +  /*Xj 

Da  die  Xi  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (5)  zu  Null 
machen,  so  ist  der  entsprechende  Punkt  x/  immer  der  gleiche, 
nämlich  der  Punkt  in  der  Ebene  d',  der  dem  Punkte  Xi  zu- 
gewiesen ist.  Man  erkennt  auf  diesem  Wege,  daß  der 
Strahlenbündel  G  auf  das  Punktfeld  <5'  kollinear  bezogen  ist, 
worin  wir  die  charakteristische  Eigenschaft  dieser  „aus- 
gearteten" Kollineation  zu  erblicken  haben. 

Wir  haben  vorausgesetzt,  daß  zJ  =  0  war,  dagegen 
sollten  die  dreireihigen  Unterdeterminanten  a,t  nicht  sämt- 
lich verschwinden.  Die  dadurch  entstehende  Ausartung 
einer  Kollineation  ordnet  demnach  die  räumlichen  Systeme 
in  folgender  Weise  einander: 

In  2  existiert  ein  singulärer  Punkt  G,  in  2'  eine 
singulare  Ebene  d'.  Der  Strahlenbündel  G  und  das  Punkt- 
feld d'  sind  kollinear  auf  einander  bezogen.  Einem  be- 
liebigen Punkt  P  von  2!  entspricht  der  Punkt,  welcher  dem 
Strahle  PG^  in  <5'  zugewiesen  ist;  dem  Punkte  G  entsprechen 
alle  Punkte  von  2'. 

151.  Sind  außer  A  auch  alle  dreireihigen  Unter- 
determinanten   =  0,    während    die    zweireihigen    nicht   alle 
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Q30{ 

«13 

«14 

QXi 

«33 

«34 

QXi 

«43 

«44 

verschwinden  mögen,  so  bestehen  zmschen  den  Glei- 
chungen (5)  zwei  lineare  Relationen,  wie  die  folgende  Um- 
formung zeigt;  es  ist: 

«11*^1  "r  «12 -^2  «13  «14 
«31^1  "1"  «32^2  «33  «34 
«41*^1  ~r  «42*^2       «43       «44 

oder: 

Axl^  Cxi+Bxl=0 

In  ähnlicher  Weise  würde  man  z.  B.  die  Beziehung 
ableiten: 

A'x(-\-B'xi-\-I)'xi=() 

Zwei  der  Gleichungen  (5)  sind  eine  Folge  der  zwei  übrigen. 
In  jedem  der  beiden  Systeme  existiert  eine  singulare 
Gerade,  in  Z  heiße  sie  g,  in  Z'  %'.  Der  Ebenenbüschel  g 
ist  projektiv  auf  die  Punktreihe  h  bezogen.  Jedem  Punkte 
von  g  entsprechen  alle  Punkte  von  Z' ,  den  sämtlichen 
Punkten  einer  Ebene  durch  g  entspricht  der  zugeordnete 
Punkt  auf  h  u.  s.  f. 

Würden  endlich  auch  alle  zweii-eihigen  Unterdetermi- 
nanten verschwinden,  so  wäre  von  den  vier  Gleichimgen  (5) 
nur  eine  unabhängig,  die  drei  anderen  Gleichungen  sind 
durch  Multiplikation  der  einen  Gleichung  mit  bestimmten 
Zahlen  hervorgegangen. 

Im  Räume  Z  haben  wu*  eine  singulare  Ebene  d,  etwa: 

«11^1    r  %2'''2  "1     «13  •'^S  ~r  «14*^4  ^^  '-' 

im  System  Z'  einen  singulären  Punkt  H'  j  dessen  Ko- 
ordinaten durch  die  obigen  Zahlen  bestimmt  sind.  Jedem 
Punkte  von  Z  entspricht  der  Punkt  H',  da  in  dem  Ver- 
hältnis der  Xi  bloß  die  konstanten  Zahlen  stehen  bleiben. 
Jedem  Punkte  der  Ebene  6  entsprechen  alle  Punkte  von  Z\ 
Die  Ausartungen  der  Korrelation  lassen  sich  in  ähn- 
licher Weise  unmittelbar  ableiten  oder  auch  dadurch,  daß 
man  in  den  ausgearteten,  kollinearen  Systemen  das  eine 
durch  ein  reziprokes  ersetzt.  Bei  der  einfachsten  Aus- 
artung der  Korrelation  z.  B.  erhält  man  in  jedem  Räume 
zwei  singulare  Punkte,  und  die  Bündel  in  denselben  sind 
reziprok  auf  einander  bezogen. 


Doehlemann,  Qeometriache  Traiufonn«tionen. 
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§  24.    Das  Möbiussche  Netz  im  Baume. 

Konstruktion  eines  räumlichen  Netzes. 

152.  Zwei  Gerade,  die  lq  einer  Ebene  liegen,  be- 
stimmen einen  Schnittpunkt,  zwei  Ebenen  eine  Schnitt- 
gerade, eine  Ebene  und  eine  Gerade  im  allgemeinen  einen 
Schnittpunkt:  dieses  Aufsuchen  eines  gemeinsamen  Elementes 
bezeichnet  man  als  die  Operation  des  „Schneidens'^  In 
gleicher  Weise  gibt  es  drei  Operationen  des  „Projizierens": 
zwei  Punkte  kann  man  durch  eine  Gerade,  zwei  sich  schnei- 
dende Gerade  durch  eine  Ebene,  einen  Punkt  und  eine 
Gerade  wieder  durch  eine  Ebene  verbinden.  Wir  können 
diese  Konstruktionen  auch  insgesamt  als  „lineare"  be- 
zeichnen mit  Rücksicht  auf  die  Natur  der  dabei  aus- 
zuführenden algebraischen  Prozesse.  Stellen  wir  uns  nun 
die  Aufgabe:  Wieviel  Elemente  muß  man  annehmen,  um 
eine  unbegrenzte  Reihe  solcher  linearer  Konstruktionen  aus- 
fuhren zu  können  und  welche  Eigenschaften  kommen  allen 
dadurch  ermittelten  neuen  Elementen  zu? 

Vier  Ebenen  oder  vier  Punkte  genügen  bloß  zur  Be- 
stimmung eines  Tetraders,  imd  die  Möglichkeit  weiterer 
Operationen  ist  nicht  gegeben.  Diese  tritt  erst  ein,  wenn 
wir  uns  fünf  Punkte  oder  fünf  Ebenen  ganz  beliebig  geben. 
Sind  in  Figur  84  Ä^,  Ä.2,  . .  .,  Ar,  diese  fünf  Punkte,  so 
leiten  wir  aus  ihnen  durch  eine  einmalige  Operation  des 
Projizierens  zunächst  zehn  Verbindungsgerade  a,-  ab:  A^Ä.2, 
A^Ä^  u.  s.  f.  Diese  liefern  auf  einer  zweiten  Stufe  zu  je 
zweien  verbunden  zehn  Ebenen  a,,  wie  A^A^A^yA^Ac^A^  u.s.f., 
womit  wiedermn  der  Bereich  dieser  Konstruktionen,  welche 
die  Elemente  der  „zweiten  Generation"  erzeugen,  abgeschlossen 
ist.  Für  die  folgende  Reihe  von  Operationen  stehen  nun- 
mehr außer  den  fünf  gegebenen  Punkten  sowohl  die  zehn 
Geraden  a,  als  auch  die  zehn  Ebenen  a,  zur  Verfügung. 
Als  neue  Elemente  erhalten  wir  Punkte  und  Ebenen.  Wir 
können  nämlich  einerseits  die  Verbindungslinie  zweier  Punkte, 
z.  B.  A-^A^,  mit  der  Ebene  der  drei  übrigen  Punkte  A^A^A^ 
zum  Schnitt  bringen  in  B^^.  Solche  Punkte  JB, ^  (*,  Je  =  1,2, 3, 4) 
werden  zehn  zu  konstruieren  sein.  Andererseits  liefern  die 
zehn  Ebenen  a,-  noch  Schnittgerade:  beispielsweise  schneiden 
sich  die  Ebenen 

^1 A^  J-g     und     A-^  A^  A^ 
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in  einer  Geraden,  welche  durch  Ä^  geht  und  die  Punkte  S^s 
imd  jB^g  enthält.  Diese  Geraden  mögen  mit  &,  bezeichnet 
werden:  man  zählt  leicht  ab,  daß  ihre  Anzahl  fünfzehn 
beträgt. 

In    der    folgenden   Konstruktionsstufe    sind    die   Ver- 
bindungslinien der  Punkte  Ba  ins  Auge  zu  fassen,   soweit 


jB., 


^ 


Fig.  M. 


sie  nicht  als  Gerade  6,  bereits  berücksichtigt  wurden.  Wir 
erhalten  dreißig  solche  neue  Linien  c, .  Dazu  kommen  noch 
die  Verbindungsebenen,  zu  denen  die  Geraden  6,  Ver- 
anlassung geben :  dies  gibt  fünfzehn  neue  Ebenen  /?, . 

Die  nächste  Generetion  bestände  in  den  zwanzig  Ver- 
bindimgsebenen  yi  der  Linien  c, ,  soweit  sie  nicht  durch  die 
Punkte  Ai  gehen  und  in  den  Schnittpunkten  der  Linien  c,- 

17* 
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mit   den  Linien  ßi  u.  s.  f.     Folgende   Zusammenstellung  er- 
leichtert etwas  den  Überblick: 

Gegeben  die  fünf  Punkte  Ai : 

_         ^  ,.        i  Die  10  Geraden  a,-,  wie  A^Ä^. 

Erste  Generation:  \  -r-..     -. /^  tt^i  •      a    a    a 

y  Die  10  ii.benen  a,-,  wie  A^A^A^. 


Zweite 
Dritte 


r  Die  10  Punkte  B^u . 
"  \  Die  15  Gerade  &,,  wie  A^B^^B^^. 

{Die  30  Geraden  c,,  wie  B^^B^^. 
Die  15  Ebenen  ß^,  wie  A^B^^^B.^B.^B.^^. 
iDie  20  Ebenen  yt,  wie  B^^B^^B^^. 
Die  Schnittpunkte  der  Linien  c,  mit  den 
Ebenen  ßi . 
u.  s.  f. 

Die  Zahl  der  neu  entstehenden  Elemente  nimmt  rasch 
zu.  So  liefern  allein  die  45  Geraden  hi  und  c,  unter  einander 
und  in  Verbindung  mit  den  35  Ebenen  ßi  und  7,  bereits 
290  Punkte,  die  sich  in  acht  verschiedene  Gruppen  ordnen.*) 
Es  ist  aber  auch  unsere  Absicht,  allgemeine  Sätze  über 
alle  auf  solche  Weise  zu  konstruierenden  Elemente  auf- 
zustellen. Wir  bezeichnen  das  System  der  Punkte,  Geraden 
und  Ebenen,  das  wir  auf  diese  Weise  konstruieren  können, 
als  ein  „Netz  im  Räume"  die  gegebenen  fünf  Punkte 
heißen  die  „Hauptpunkte,  und  die  Elemente,  auf  welche 
wir  durch  die  Konstruktion  des  Netzes  geführt  werden, 
nennen  wir  die  Punkte,  Gerade  oder  Ebenen  des  Netzes. 

Ausgehend  von  fünf  Ebenen  kann  man  eine  ganz 
analoge  Netzkonstruktion  durchfuhren. 

153.  Um  auf  dem  Wege  der  Rechnung  die  Elemente 
des  Netzes  darzustellen,  wählen  wir  die  Punkte  A^,A2,A^,  A^^ 
als  Ecken  des  Koordinatentetraeders  und  Ar,  zum  Einheits- 
punkte. Die  Gleichung  dieses  Punktes  werde  mit  A^  be- 
zeichnet, so  daß  also: 


*)    Hamilton:    „Elemente    der    Quaternionen".      Deutsch,   von 
P.  Glan.    Leipzig  1881.     1.  Band,  Seite  76  f. 
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Indem  wir  Ä^  ans  den  Ecken  des  Fundamentaltetraeders 
projizieren,  erhalten  wir  die  Punkte  B^^,  B,^,  B^^,  B^^  und 
finden  deren  Gleichungen: 

^5  =  ^2+  I3+  ^4=  (^1+  ^2+  I3+  IJ  -  ll=  0 
^45=ll+l2+^3  =  0 

Für  die  übrigen  Punkte  Ba  ergeben  sich  unter  Be- 
rücksichtigung der  Identität 

ll  +  l«  =  ^l+^2+^3—  ^3 

folgende  Darstellungen: 

^=^1+12  =  0  ^EEE|,+  |3=0 

^=^1+13=0  ^EE|j+|,=  0 

^,  =  ll  +  I,  ==  0  ^,  =  ^3  +  ^,  =  0 

Schreiben  wir  weiter  folgende  Zerlegungen  an: 

0  =  ll  +  ^2  +  ^3  +  2  ^4  =  (^1  +  ^2  +  I3  +  ^4)  +  f 4  =  ^5  +  -C 

-^15+^25-  A 

=  (^2+  13+^4)  +  (^+12+^^4)-  ^2 
=  ^15  +  £35  —  -4 

=  (^1+  13  +  14)  +  (^+^2^2^*)-^! 
=  -^25  —  ^35  —  A 

Demnach  stellt 

fl  +  l2+^3+2|,  =  0 

einen  Punkt  auf  der  Verbindungslinie  Ä^  A^  vor,  indem 
sich  die  drei  Ebenen  ^15^25^3»  -Bis  ^35  ^>  -Bjs-BjsA 
begegnen.     Ohne  Mühe  findet  man,  daß 

^i  +  ls,  +  ^3  +  3f4=0 

der  Schnittpunkt  der  Ebene  B^^B^^B^^  mit  der  Verbindungs- 
linie A^  A^  u.  s.  f. 
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154.    Es  gilt  nun  wieder  allgemein  der  Satz: 

Jeder  Punkt  des  Netzes  wird  durch  eine  Gleichung 

dargestellt,    in   der  die  «,-  rationale,    ganze  Zahlen, 
nämlich  die  Koordinaten  dieses  Punktes  sind.    Die- 
selben hängen  bloß  ab  von  dem  Konstruktionsweg, 
also    von    der   Reihe    der    Operationen    im   Netze, 
durch  welche  man  zu  dem  Punkte  gelangte. 
Ein  Punkt  des  Netzes  entsteht   entweder  als   Schnitt- 
punkt zweier  Geraden  der  gleichen  Ebene  oder  als  Schnitt 
einer  Netzgeraden  mid  einer  Netzebene.     Sind  im  zweiten 
Falle  die  Punkte,  welche  die  Gerade  verbiudet, 

während  die  Ebene  durch  die  Punkte 

bestimmt  sein  mag,  so  muß  der  Schnittpunkt  dieser  Geraden 
mit  dieser  Ebene  sowohl  in  der  Form 

als  auch  in  der  anderen 

l'L  +  m-  M+n-  N^O 

geschrieben  werden  können.     Soll  aber  die  Gleichung 

i  .  J  +  h  •  K+  l-  L  +  m-  M+  n  •  Feee  0 

identisch  verschwinden,  so  liefert  dieselbe  zur  Bestimmung 
der  Verhältnisse  der  Koeffizienten  i,  Je,  l,  m,  n  vier  lineare 
homogene  Gleichungen.  Da  man  ferner  die  obige  Gleichung 
auf  zehn  verschiedene  Arten  in  einen  zweiteiligen  und  einen 
dreiteiligen  Ausdruck  zerspalten  kann,  so  haben  wir  damit 
zehn  Punkte  bestimmt,  die  sich  aus  den  Punkten  J,  K,  L, 
M,  N  ebenso  herleiten  wie  die  Punkte  Sa  aus  den  Punkten  Ai. 
"Weil  femer  bei  der  Auf lösmig  des  Systems  linearer  Gleichungen 
keine  Irrationalitäten  sich  ergeben  können,  so  sind  die  Zahlen- 
werte i,  .  .  .,  n  rational,  wenn  die  Gleichungen  der  Punkte 
J,  K,  Lf  M,  iV  nur  rationale  Koeffizienten  enthalten.    Von 
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den  Punkten  B^  haben  -wir  aber  durch  direkte  Ausrechnung 
gezeigt,  daß  sie  in  rationaler  Form  sich  darstellen,  folgUch 
gilt  dies  von  jeder  neuen  Gruppe  von  zehn  Punkten.  Ganz 
ähnlich  beweist  man  die  Richtigkeit  des  Satzes,  wenn  der 
Netzpimkt  als  Schnitt  zweier  Netzgeraden  gefunden  wird. 

155.  Aber  auch  die  Umkehrung  des  vorigen  Satzes  bleibt 
wieder  richtig: 

Wird  ein  Punkt  durch  eine  Gleichung 

dargestellt,  in  der  die  a,  rationale  (positive  oder 
negative)  ganze  Zahlen  sind,  so  gehört  er  dem  Netze 
an  und  kann  durch  eine  endliche  Zahl  von  Kon- 
struktionen erreicht  werden. 

Der  Beweis  ergibt  sich  ähnKch  wie  beim  ebenen  ^eiz, 
indem  man  die  Linien  A^  A^ ,  -4,  Ar,  u.  s.  f.  benutzt,  um  den 
Punkt  successive  zu  konstruieren. 

Die  Punkte  des  Ramnes,  welche  wir  durch  die  Netz- 
konstmktion  wirklich  erreichen,  haben  also  rationale  Ko- 
ordinaten und  mögen  deswegen  ,p:titionale  Punkte"  heißen. 
Es  gibt  aber  natürlich  auch  Punkte  im  Räume,  denen  man 
durch  die  Netzkonstruktion  lediglich  beliebig  nahe  kommen 
kann.  Bedeutet  r  irgend  eine  noch  so  kleine  Größe,  so  kann 
man  Punkte  des  Netzes  finden,  welche  von  dem  betrachteten 
Punkte  eine  Entfernung  haben  die  kleiner  als  r  ist  oder  mit 
anderen  Worten:  beschreibt  man  um  den  in  Rede  stehenden 
Punkt  mit  r  als  Radius  eine  Kugel,  so  ist  es  möglich,  mit 
Punkten  des  Netzes  in  das  Innere  dieser  Kugel  einzudringen. 
Dies  läßt  sich  in  ähnlicher  Weise  wie  in  der  Ebene  daiitun. 
Man  darf  annehmen,  daß  von  einer  der  Ecken  des  Koordi- 
natentetraeders aus  ein  reeller  Kegel  von  Tangenten  an  die 
Kugel  geht,  der  die  gegenüberliegenden  Tetraederflache  in 
emer  Ellipse  durchsetzt.  Im  Innern  dieser  Ellipse  kann  man 
sicher  rationale  Punkte  angeben.  Werden  diese  mit  der 
Spitze  des  Kegels  verbunden,  so  lassen  sich  auf  dieser  Ver- 
bindungslinie wieder  rationale  Punkte  auffinden,  die  im  Innern 
der  genannten  Kugel  liegen.  Solche  Punkte  des  Raumes, 
die  also  durch  eine  endliche  Zahl  von  Netzkonstruktionen 
nicht  zu  erreichen  sind,  heißen  „irrationale"  Punkte. 
(Möbius:  Barycentrischer  Kalkül.    1827.) 
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Aus  jeder  Ebene  des  Netzes  schneidet  das  ränmliche 
Netz  ein  ebenes  Netz  aus. 

Irgend  vier  Punkte  des  Netzes,  die  auf  einer  Geraden 
liegen  oder  vier  Netzebenen  durch  eine  Gerade  bilden  ein 
Doppel  Verhältnis,  das  sich  rational  ausdrücken  läßt. 


Die  kollineare  und  reziproke  Beziehung,  vermittelt 
durch  die  Netzkonstruktion. 

156.  Unter  Zugrundelegung  zweier  Gruppen  von  je 
fünf  Punkten  Ai  bezw.  A/  können  wir  zwei  Netze  konstru- 
ieren. Ordnen  wir  in  den  beiden  Räumen  solche  rationale 
Punkte  einander  zu,  welche  durch  die  gleichen  Konstruktionen, 
also  auf  dem  gleichen  Wege,  erreicht  werden,  ferner  solche 
irrationale  Punkte,  die  durch  die  gleichen  Grenzprozesse 
definiert  sind.  Die  dadurch  hergestellte  Beziehung  wird  sich 
dann  als  identisch  mit  der  Kollineation  erweisen ;  denn  ent- 
sprechende Elemente  werden  durch  die  gleichen  projektiven 
Koordinaten  in  jedem  Räume  festgelegt. 

Geben  wir  uns  statt  der  zweiten  Gruppe  von  Punkten 
fünf  Ebenen  und  legen  dieselben  einer  Netzkonstruktion  zu 
Grunde,  so  können  wir  jeder  Konstruktion  im  ersten  Netz 
die  räumlich-duale  im  zweiten  Netze  zuweisen.  Jedem  Punkte 
wird  dann  eine  Ebene  entsprechen  u.  s.  f.  Damit  ist  dem- 
nach eine  rein  geometrische  (und  lineare)  Erzeugung  der 
Korrelation  gefunden. 

Anwendung  in  der  Krystallographie. 

157.  Eine  einfache  Spezialisierung  des  Möbiusschen 
Netzes  führt  uns  zu  der  charakteristischen  Eigenschaft,  durch 
welche  sich  die  Krystallformen  vor  den  allgemeinen  Poly- 
edern auszeichnen.  Legen  wir  nämlich  einer  Netzkonstruktion 
vier  beliebige  Ebenen,  sowie  die  unendlich  ferne  Ebene  zu 
Grunde,  so  treten  als  Punkte  des  Netzes  zunächst  die  Ecken 
A,  B,  C,  D  des  Tetraeders  auf,  welches  diese  vier  Ebenen 
bilden;  ferner  gehören  die  unendlich  fernen  Punkte  der 
Tetraederkanten  ebenfalls  dem  Netze  an,  so  z.  B.  die  unend- 
lich fernen  Punkte  A,  B,  C  der  Kanten  DA,  DB,  D  0 
(Fig.  85).  Begegnet  nun  irgend  eine  weitere  Ebene  des 
Netzes  diesen  drei  Kanten  in  den  Punkten  A',  B',   C  und 
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erinnern  wir  uns  an  die  Eigenschaft,  daß  alle  Doppelverhalt- 
nisse von  vier  Elementen  eines  Netzes  rationale  Werte  be- 
sitzen, so  folgt,  daß  im  vorliegenden  Falle  die  drei  Quotienten 


DA' 
DA 


DB' 
~D^ 


DC 

D  C 


rationale  Zahlen  werte  repräsentieren  und  andererseits  muß 
jede  Ebene,  welche  solche  Strecken  DA',  DB',  D  C  ab- 
schneidet, daß  diese  Bedingung 
erfüllt  ist,  dem  Netze  angehören. 
Setzen  wir  jetzt  voraus, 
daß  die  Ebenen  DAB,  DAC, 
DBC  drei  Flächen  eines  Kry- 
staUes,  also  DA,  DB,  DG 
Kanten  des  Krystalles  sind; 
AB  C,A'B'C',  ferner  A"B"  C 
u.  s.  f.  seien  die  Schnittpunkte, 
welche  weitere  Flächen  des 
KrystaUes  auf  den  Achsen  DA, 
D  B,  D  C  erzeugen.  Dann  zeigt 
die  Erfahrung,  daß  sich  die 
Abschnitte  DA,  DA',  DA" 
wie  rationale  Zahlen  verhalten 
und  zwar  überdies  wie  ein- 
fache, meistens  aus   der  Reihe 


Fig.  85. 


1   bis   10,   also  z.  B.  wie   1:2:3,   oder 


u.  s.  f. 


Das  Gleiche  gilt  natürlich  für  die  Abschnitte  DB,  DB'.. 
und  ebenso  für  D  C,  D  C  . . .  Diese  Tatsache  ist  als  das 
Gesetz  der  rationalen  Verhältnisse  oder  Parameter  (Indices) 
in  der  Krystallographie  bezeichnet  worden.  Dasselbe  läßt 
sich  im  Zusammenhalt  mit  dem  obigen  dann  auch  so  aus- 
drücken, daß  alle  weiteren  Kry stallflächen  dem  erwähnten 
speziellen  Netze  angehören,  das  durch  irgend  vier  der  Flächen 
des  Krystalls  in  Verbindung  mit  der  imendlich  fernen  Ebene 
bestinunt  wird. 

Nach  einem  weiteren  Erfahrmigssatz,  dem  Gesetz  der 
Winkelkonstanz,  sind  bei  einem  Krystall  lediglich  die  Winkel 
zwischen  den  Kanten  und  Flächen  unveränderlich  und  cha- 
rakteristisch für  die  Spezies.  Es  genügt  deswegen  in  vielen 
Fällen,  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  zu  den  Konten  und 
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Flächen  des  Krystalls  Gerade  und  Ebenen  parallel  zu  legen 
und  diesen  Bündel  zu  studieren. 

Tuen  wir  dies  aber  im  obigen  Falle  für  das  Netz  aus 
den  erwähnten  fünf  Ebenen,  unter  denen  sich  die  unendlich 
ferne  befindet,  so  kommt  dies  darauf  hinaus,  daß  wir  das  in  dieser 
unendlich  fernen  Ebene  befindliche  ebene  Netz  aus  P  proji- 
zieren. Dadurch  erhalten  wir  ein  Netz  im  Bündel  P  (vergl.  80.) 
und  dasselbe  ist  bestimmt  durch  die  vier  Ebenen,  die  durch  P 
parallel  zu  den  vier  Krystallflächen  laufen.  Aus  diesen 
vier  Ebenen  können  wir  folglich  die  Richtungen  aller 
Kanten  und  die  Stellungen  aller  Ebenen  des  Krystalls 
durch  die  linearen  Bündelkonstruktionen  ableiten.  In  Betreff 
weiterer  Ausführungen  verweisen  wir  auf: 

Th.  Liebisch:  „Geometrische Krystallographie".  Leipzigl881. 
E.  Blasius:    „Beitrag  zur   geometrischen   Krystallographie. 
Ann.  der  Phys.  u.  Chem.     Bd.  41,  1890. 

In  Betreff  der  Tragweite  des  Gesetzes  der  rationalen 
Indices  vergleiche  man  auch  die  Arbeiten  von  W.  Barlow 
und  C.  Viola  in  der  Zeitschr.  für  Krystallographie  und 
Mineralogie.     Bd.  34,  1901. 

§  25.    Spezielle  Fälle  der  kollinear en  Beziehung. 

Die  Affinität  im  Baume. 

158.  Auf  einen  speziellen  Fall  der  Kollineation  werden 
wir  geführt,  wenn  wir  eine  kollineare  Beziehung  zweier 
Systeme  so  bestimmen,  daß  das  Unendliche  in  besondere 
Beziehung  gebracht  ist,  wenn  wir  also  die  unendlich  fernen 
Ebenen  der  beiden  Räume  einander  entsprechen  lassen  oder 
mit  andern  Worten  eine  Kollineation  zu  ermitteln  suchen, 
welche  die  unendlich  ferne  Ebene  des  Raumes  in  sich 
überführt. 

Wir  werden  uns  dann  noch  in  jedem  der  beiden  Systeme 
z.  B.  vier  Ebenen  oder  vier  Punkte  geben  dürfen,  Ikönnen 
also  etwa  zwei  Tetraeder  einander  beliebig  zuordnen.  Die 
dadurch  festgelegte  Kollineation  nennt  man  „Affinität",  die 
Systeme  „affin". 

Machen  wir  Gebrauch  von  dem  Vorteil,  den  für  diesen 
Fall    die  Einführung    nicht -homogener   Koordinaten    bietet, 
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so  werden  wir  zwei  schiefwinkelige  Achsensysteme  uns  im 
Räume  fixiert  denken:  wir  ordnen  die  gleich  bezeichneten 
Koordinatenebenen  einander  zu,  außerdem  die  unendlich 
fernen  Ebenen  beider  Systeme,  womit  x-ier  Punkte,  nämlich 
der  Koordinatenanfang  und  die  unendlich  fernen  Punkte 
der  drei  Achsen  den  entsprechenden  im  andern  System  zu- 
gewiesen sind.     Dies  gibt  die  Gleichungen: 

(1)  x'=ax         y'^T>y         z'=cz 

Die  Konstanten  a,h,c  können  noch  so  bestimmt  werden, 
daß  einem  vorgegebenen  Punkte  des  einen  Systems  ein 
gegebener  Punkt  im  andern  System  entspricht.  Ordnen  wir 
z.  B.  die  beiden  Einheitspunkte  einander  zu,  so  werden  diese 
Konstanten  je  der  Einheit  gleich  und  wir  erhalten: 

(2)  x' =  X        y'=y        z' =  z 

Die  beiden  räumlichen  Systeme  wären  identisch,  wenn  die 
Koordinatenkreuze  nicht  von  einander  verschieden,  etwa  das 
eine  rechtwinkelig,  das  andere  schiefwinkelig  angenommen 
würden. 

Als  wichtigste  Eigenschaft  affiner  Räume  erkennt  man 
dann,  daß  jedem  unendlich  fernen  Punkte  ^viede^  ein  un- 
endlich ferner  Punkt,  jeder  unendlich  fernen  Geraden  wieder 
eine  unendlich  ferne  Gerade  entspricht  oder  auch:  einem 
Parallelstrahlenbündel  oder  Büschel  entspricht  wieder  ein 
solches  Gebilde    und    ebenso    einem    Parallelebenenbüschel. 

Irgend  zwei  ebene  System,  die  in  den  affinen  Räumen 
einander  entsprechen,  sind  folglich  affin  (vergl.  85.). 

159.  Entspricht  der  Geraden  g  die  Geraden  g',  so 
werden  die  Punktreihen  auf  ihnen  ähnlich  sein.  Entsprechende 
Strecken  A  B  auf  g  und  A'  B'  auf  g'  stehen  in  einem  Ver- 
hältnis h,  das  zimächst  für  die  beiden  Geraden  g  und  g'  den 
gleichen  Wert  beibehält,  so  daß  also 

AB  _ 
A'B'~ 

Ist  aber  l  irgend  eine  zu  g  parallele  Gerade,  so  wird  die  ent- 
sprechende Gerade  V  =j=  g\  Wählen  wir  zwei  Punkte  C 
und  D  auf  l,  so  daß  AC  ^  BD,  so  müssen  diesen  Parallelen 
wieder  Parallele  entsprechen   d.  h.  es  wird  A'  C  ^  B'D'. 
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Da  ferner 


und 
so  folgt 


ÄB=  CD 
A'B'=  CD 
AB        CD 


A'B'      CD' 


=  h 


Demnach  bleibt  für  alle  Parallelen  zu  g  das  Verhältnis  ent- 
sprechender Strecken  das  nämliche,  daher  der  Satz: 

In  affinen  Räumen  entspricht  jedem  Bündel  von 
Parallelstrahlen  wieder  ein  solcher  Bündel  und  das 
Verhältnis  li  entsprechender  Strecken  ist  unver- 
änderlich für  alle  Geraden  dieser  Bündel.  Es  gehört 
zu  jeder  Richtung  und  zu  der  ihr  entsprechenden 
ein  solcher  Wert  der  Konstanten  li. 

1 60.  Noch  einfacher  gestaltet  sich  die  Beziehung,  welche 
in  affinen  Systemen  zwischen  einander  entsprechenden  Raum- 
teilen statt  hat.  Sind  nämlich  P^,  P^,  Pg,  P^  vier  Punkte 
mit  den  Koordinaten  x^,  y^,  z^,  x^,  y^,  ^2^  ^-  s.  f,  so  wird 
das  sechsfache  Volumen  des  von  ihnen  gebildeten  Tetraeders 
gegeben  durch  den  Ausdruck: 


6  Vol.  Pj  Pg  Pg  P^  =  sin  {xyz) 


Dabei  bedeutet  s,va.{xyz)  den  durch  v.  Staudt  eingeführten 
sog.  „Sinus  der  Ecke"  des  Koordinatensystems    und  es   ist 


Vi 

^1 

1 

y-i 

h 

1 

2/3 

h 

1 

y^ 

h 

1 

m).^{xyz)  = 


1  cos  {x  y)     cos  [x  z) 

cos  [x  y)      1         cos  [x  z) 
cos  [x  z)  cos  (f/  z)        1 


Für  das  Volumen  des  entsprechenden  Tetraeders  P/Pg'Pg'P/, 
dessen  Ecken  durch  die  Koordinaten 


xi  =  axi 


y(=fiyi 


C  Zi      u.  s.  f. 
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beätimmt  sind,  erhalten  wir  in  gleicher  Weise 


6  Vol.  F{  F{  P/  P/  =  a  &  c  sin  {x'y'  z") 


Xa 


Vi 

^1 

1 

y-2 

h 

1 

2/3 

^3 

1 

2/4 

H 

1 

Daraus  folgt: 

Vol.  Pi  P,  Pg  Pi  sin  (a;  y  s) 


Vol.  Pi'  P/  Fi  Fi      ahc-sin  (x'  y'  z') 

Wird  auf  den  drei  Achsen  des  ersten  Koordinatensystems  vom 
Koordinaten anfaug  0  aus  je  die  Einheit  aufgetragen,  so 
bilden  die  Endpunkte  X^  Yq  Zq  mit  0  ein  Tetraeder,  dem 
im  affinen  System  ein  zweites  0'  Xq  Yq  Zq  entspricht.  Die 
rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  stellt  das  Verhältnis  der 
Volumina  dieser  beiden  Tetraeder  vor  und  da  das  Verhältnis 
der  beiden  ursprünglichen  Tetraeder  nicht  von  der  Wahl 
der  Koordinatensysteme  abhängen  kann,  so  muß  dieser  Aus- 
drack  überhaupt  eine  Konstante  sein,  also 

Vol.  Pi  P,  P3  P,       ,       , 
Vol.  F(F{FiFi  -"-  ^''°'*- 

AVeil  femer  eine  Affinität  unendlich  ferne  Element«  wieder  in 
unendlich  ferne  überführt,  so  wird  einer  ganz  im  Endlichen 
gelegenen  Fläche,  die  einen  bestinmten  Raumteil  begrenzt, 
eine  Fläche  von  derselben  Eigenschaft  entsprechen.  Jedes 
Volumen  läßt  sich  weiter  in  unendlich  kleine  Tetraeder  zer- 
legen für  welche  der  obige  Satz  Geltung  hat.  Unter  Be- 
nutzung der  bekannten  Methoden  der  Infinitesimalrechnung 
folgt  daraus  dann  der  allgemeine  Satz: 

„In  affinen  Räumen  ist  das  Verhältnis  entsprechen- 
der Volumina  eine  konstante,  unveränderliche  Zahl 
oder:  irgend  zwei  Volumina  in  einem  System  stehen 
zueinander  im  gleichen  Verhältnis  wie  die  ent- 
sprechenden beiden  Volumina  im  andern  System." 

161.  Haben  wir  für  die  Gleichungen  (1)  das  eine  der 
beiden  Koordinatensysteme  als  ein  rechtwinkeliges  gewählt, 
so  wird  das  andere  im  allgemeinen  ein  schiefwinkeliges  sein. 
Im  übrigen  sind  die  Strahlenbündel  in  den  Centren  0  und  0' 
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kollinear.  In  kollinearen  Bündel  gibt  es  aber  immer  zwei 
einander  entsprechende  rechtwinkelige  Dreikante.  Legen 
wir  diese  als  Koordinatensysteme  zu  Grunde,  so  können  wir 
durch  die  Gleichungen  (1)  unter  Benutzung  zweier  recht- 
winkeliger Achsenkreuze  die  allgemeine,  affine  Beziehung 
zur  Darstellung  bringen. 

Verzichten  wir  auf  die  einfachste  Form  der  Darstellung 
d.  h.  verlegen  wir  die  Koordinatenanfange  und  Achsen  nicht 
in  entsprechende  Punkte  bezw.  Gerade  der  affinen  Räume, 
so  stellt  sich  die  Affinität  ganz  allgemein  durch  folgende 
Gleichung  dar: 

x'  =  a^  X  -{-  bj^y  -\-  Ci^  2  -{-  d^ 

(3)  2/'=  «2  ^  +  ^2  2/  + Ca  ^  +  ^2 

0' ^  a^ X  -^-h^y  +  c^ z  +  ds 

Es  ist  nicht  schwer,  dieselben  durch  entsprechende  Wahl 
neuer  Koordinatensysteme  auf  die  Form  (1)  zurückzuführen, 
sowie  das  ganze  System  der  Formeln,  die  Auflösungen  nach 
X,  y,  z  und  die  Gleichungen  in  Linienkoordinaten  abzuleiten. 
Es  folgt  dann: 

In  schiefwinkeligen  Punktkoordinaten  wird  die 
affine  Beziehung  räumlicher  Systeme  durch  die 
lineare,  ganze  Substitution  vermittelt. 

Man  erkennt  ferner,  daß  die  Zahl  der  wesentlichen 
Konstanten  einer  affinen  Beziehung  12  beträgt  d.  h.: 

Es  gibt  00*2  Affinitäten  im  Räume;  die  affinen 
Beziehungen  bilden  eine  zwölffache  unendliche 
Mannigf  altigkei  t. 

Geometrische  Gebilde,  die  durch  affine  Transformationen 
auseinander  abgeleitet  sind,  werden  zum  Unendlichfemen  die 
gleiche  Beziehung  zeigen.  Es  wird  also  in  affinen  Räumen 
einer  Kugel  ein  Ellipsoid  entsprechen,  einem  ein-  oder  zwei- 
schaligen  Hyperboloid  wieder  ein  solches,  einem  elliptischen 
oder  hyperbolischen  Paraboloid  eine  Fläche  der  gleichen 
Art  u.  s.  f. 

Gleichheit,  Ähnlichkeit,  Kongruenz,   Symmetrie. 

162.  Es  steht  uns  frei,  eine  Affinität  dadurch  zu  be- 
stimmen, daß   wir  zwei  volumengleiche  Tetraeder  einander 
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zuordnen:  dann  ist  das  Verhältnis  entsprechender  Volumina 
überhaupt  immer  der  Einheit  gleich  d.  h. 

a1)C  •  sin  {x'y' z') 

Die  Ijeiden  Systeme  zeigen  Gleichheit  der  Volumina  in 
allen  entsprechenden  (auch  unendlich  kleinen)  Raumteilen: 
sie  heißen  „affin-gleich". 

Von  den  ebenen  Systemen,  welche  zwei  in  solchen 
gleichen  Räumen  einander  zugeordnete  Ebenen  tragen,  werden 
wir  dagegen  im  allgemeinen  nur  behaupten  können,  daß  sie 
affin  sind  und  nur  für  besondere  Annahmen  werden  sie 
affin-gleich  sein. 

163.  Führen  wir  die  Bedingung  ein,  daß  in  affinen 
Systemen  das  Verhältnis  entsprechender  Strecken  nicht  mehr 
von  der  Lage  der  sie  tragenden  Geraden  abhängig,  sondern 
überhaupt  konstant  sei,  so  muß  jedem  Dreieck  ein  ähnliches 
im  andern  System  entsprechen,  so  daß  entsprechende  Gerade 
gleiche  Winkel  einschließen.  "Wir  werden  also  zwei  Ko- 
ordinatensysteme] wählen  mit  gleichen,  entsprechenden  Winkeln 
z.  B.  zwei  rechtwinkelige  Die  Gleichungen  (1)  gehen  dann 
über  in 

x'=ax  y'=ay  z'=az 

Die  beiden  Systeme  sind  nur  dem  Maßstab  nach  ver- 
schieden und  heißen  „ähnlich". 

Einander  zugeordnete  Ebenen  solcher  ähnlicher  Räume 
tragen  wieder  ähnliche,  ebene  Systeme. 

Wird  endlich  a  =  1 ,  so  imterscheiden  wir  noch  die 
Fälle,  ob  die  beiden  Koordinatensysteme  zur  vollständigen 
Deckung  oder  bloß  in  symmetrische  Lage  gebracht  werden 
können.  Die  räumlichen  Systeme  heißen  im  ersten  Falle 
„kongruent"  (identisch),  im  zweiten  symmetrisch. 

Anwendung    in    der    Krystallographie    und    in    der 
Theorie  der  optischen  Instrumente. 

164.  Wie  das  unter  Hinzimahme  der  unendlich  fernen 
Ebene  konstiiiierte  Netz  das  Gesetz  der  rationalen  Indices 
der  KrystaUe  zum  Ausdruck  brachte,  so  kommen  die  zum 
Unendlichfemen    in   besondere   Beziehung    gebrachten   kol- 
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linearen  d.  h.  affinen  Systeme  zur  Anwendung  bei  der  Aus- 
dehnung der  Krystalle  durch  die  Wärme.  Machen  \vii'  die 
durch  die  Beobachtung  hinreichend  sicher  gestellten  Voraus- 
setzungen, daß  Punkte  eines  Kry Stalles,  die  bei  einer  be- 
stimmten Temperatur  in  einer  Geraden  liegen,  auch  bei  jeder 
anderen  Temperatur  diese  Eigenschaft  bewahren,  daß  also 
Gerade  (Kanten)  des  Krystalles  bei  der  Erwärmung  wieder 
in  Gerade  übergehen  und  daß  ferner  parallele  Gerade  des 
Krystalls  für  alle  Temperaturen  parallel  bleiben,  so  erkennt 
man  unmittelbar,  daß  die  verschiedenen  Formen,  welche  ein 
Kry stall  bei  Änderung  seiner  Temperatur  anninmit,  alle 
unter  einander  affin  sind.  Man  vgl.  darüber  E.  Blasius: 
„Die  Ausdehnung  der  Krystalle  durch  die  Wärme".  Wiede- 
manns  Ann.  der  Phys.  u.  Chem.  22,  1884. 

Eine  weitere  Anwendung  findet  die  kolhneare  Beziehung 
in  der  geometrischen  Optik  und  in  der  Theorie  der  optischen 
Instrumente.  Denken  wir  uns  eine  beliebige  Anzahl  ver- 
schiedener Medien,  die  in  irgend  welchen  Flächen  an  einander 
stoßen,  so  lehren  die  einfachsten  Beobachtungen  der  Physik, 
daß  ein  im  ersten  Medium  auftretender  Lichtstrahl  wieder 
als  geradliniger  Lichtstrahl  das  letzte  Medimn  passiert.  Der 
Baum  des  ersten  Mittels  und  der  des  letzten  werden  also 
Strahl  für  Strahl  auf  einander  abgebildet. 

Den  Strahlen,  welche  im  ersten  Raum  emen  Bündel  P 
bilden,  entsprechen  im  allgemeinsten  Falle  im  letzten  Räume 
Strahlen,  welche  diese  Eigenschaft  nicht  mehr  besitzen:  die- 
selben bilden  vielmehr  ein  sogenanntes  „astigmatisches" 
Bündel.  Gehen  dagegen  auch  alle  diese  entsprechenden 
Strahlen  wieder  durch  einen  Punkt  P',  so  mögen  P  und  P' 
ein  „anastigmatisches"  Punktpaar  heißen.  Man  umfaßt  dann 
zweifellos  alle  Möglichkeiten,  wenn  man  annimmt,  daß  solche 
anastigmatische  Punkte  überhaupt  nicht  oder  vereinzelt  auf- 
treten oder  daß  sie  Kurven,  Flächen  oder  ganze  Körper  in 
den  beiden  Räumen  erfüllen. 

Nehmen  wir  den  letzten  Fall  als  gegeben  an  und  be- 
trachten wir  die  von  den  anastigmatischen  Punktpaaren  ge- 
bildeten, räumlichen  Systeme,  so  sind  diese  jetzt  auch  noch 
Punkt  für  Punkt  eindeutig  auf  einander  bezogen.  Es  folgt 
also  aus  unsern  Ent Wickelungen  ohne  weiteres,  daß  diese 
Abbildung  zwischen  den  beiden  Räumen,  zwischen  dem 
„Objektraum''    und  dem  „Bildraum",   eine  Kollineation    ist. 
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Dabei  bleibt  noch  vollständig  außer  Betracht,  in  welcher 
"Weise  die  bewußte  Abbildung  optisch  realisiert  wird.  Es 
treten  Hann  m  beiden  Systemen  ,^uchtebenen*'  auf,  die 
jetzt  „Brennebenen"  heißen.  Fallen  dieselben  ins  Unend- 
liche, was  der  affinen  Beziehung  entspricht,  so  spricht  man 
von  einer  „teleskopischen  Abbildung'^  Näheres  hierüber 
findet  man  in  folgenden  Darstellungen: 
Czapski:  „Theorie  der  optischen  Instrumente  nach  Abbe". 

Breslau  1893   oder  auch  Winkelmanns  Handbuch  der 

Physik.     Bd.  2.     Abt.  1.     Breslau  1894. 
Bruns:  „Das  Eikonal",  Abb.  d.  k.  sächsischen  Ges.  d.  W. 

Math.  phys.  Kl.     Bd.  21.     1895. 
F.  Klein:  „Über  das  Brunssche  Eikonal",  sowie  „Räumliche 

KoUineationen  bei  optischen  Instrumenten".     Zeitschr. 

für  Math.  u.  Physik.     Bd.  46,  1901. 


IX.  Kapitel. 

Kollineare  und  reziproke  Systeme  in  gegenseitiger 
DüTcMringnng. 

§  26.    Die  verschiedenen  Fälle  der  Kollineation. 

Die  Doppelelemente.     Vorläufige  Übersicht, 

165.   Erinnern  wir  uns  jetzt,  daß  kollineare  räumliche 

Systeme  in  getrennter  Lage  überhaupt  nicht  existieren,  daß 

wir   uns    x-ielmehr   richtiger  so   ausdrücken   müssen:    durch 

1    eine  lineare  Transformation  werde  der  Raum  kollinear  auf 

;    sich  selbst  bezogen.     Bei  dieser  Auffassung  liegt  dann  am 

nächsten  die  Frage   nach    allenfalls    vorhandenen   ,J)oppel- 

elementen"  m.  a.  W.  nach  Elementen,   die    sich  mit   ihren 

entsprechenden    decken.     In   einem  „Doppelpunkte"    liegen 

5    demnach  entsprechende  Punkte  der  beiden  Systeme  vereinigt, 

j    Derselbe  trägt   kollineare   Bündel    entsprechender   Strahlen 

'    und    im    allgemeinen    drei    ,J)op|jplstrdilen".      In    gleicher 

Weise    wird    eine    ,J)oppelebene"   der   Systeme   durch   die 

Kollineation   in    sich    transformiert,    so    daß    nur    drei   Doppel- 
Do  eblem  an  n,  Geometrische  Transformationen.  18 
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punkte  in  ihr  fest  bleiben.  Würde  noch  ein  vierter  Punkt 
mit  seinem  entsprechenden  koinzidieren,  so  bliebe  jeder 
Punkt  der  Ebene  bei  der  Transformation  unverändert:  alle 
Punkte  des  Punktfeldes  wären  Doppelpunkte. 

Eine  obere  Grenze  für  die  Anzahl  der  isolierten  Doppel- 
punkte einer  Kollineation  gewinnen  wir  sofort  aus  dem 
Satze,  daß  diese  Beziehung  durch  fünf  Paare  entsprechender 
Punkte  bestimmt  war.  Wählen  wir  mithin  fünf  Doppel- 
punkte beliebig  und  legen  in  sie  das  Fundamentaltetraeder 
und  den  Einheitspunkt,  indem  wir  die  x^  und  x/  auf 
das  gleiche  Koordinatensystem  beziehen,  so  stellen  die 
Gleichungen  (1)  von  144.  jetzt  eine  Identität  dar,  indem  jeder 
Punkt  mit  seinem  entsprechenden  zusammenfällt.  Folglich 
können  getrennte  Doppelpunkte  höchstens  vier  vorhanden 
sein.  Die  Gleichungen  (9)  von  148.  jedoch  geben  unter 
der  gleichen  Voraussetzung  unmittelbar  eine  Kollineation  mit 
vier  Doppelpunkten  und  ebensoviel  Doppelebenen,  die  bezw. 
in  die  Ecken  und  Flächen  des  gemeinschaftlichen  Fundamental- 
tetraeders fallen.  Dem  Einheitspunkte  entsprechen  ver- 
schiedene Punkte,  je  nach  dem  man  ihn  als  zum  einen  oder 
anderen  Systeme  gehörig  betrachtet.  Die  Doppelelemente 
bilden  das  sogenannte  „Haupttetraeder'^  Nehmen  wir  das- 
selbe als  gegeben  an,  so  dürfen  wir  außerdem  noch  zwei 
Punkte  P  und  P'  beliebig  einander  zuordnen.  Es  werden  dann 
folgende  Fälle  zu  unterscheiden  sein: 

a)  Die  Verbindungslinie  PP'  trifft  keine  der  Kanten 
des  Haupttetraeders; 

b)  sie  trifft  eine  Kante; 

c)  sie  trifft  zwei  Kanten; 

d)  sie  trifft  drei  Kanten  desselben. 

Die  erste  Annahme  gibt  die  allgemeinste  KoUineation. 

Jede  der  sechs  Kanten  des  Haupttetraeders  AB  CD 
(oder  Ä^A^A^Ä^)  entspricht  sich  selbst  und  trägt  projektive 
Ebenenbüschel.  Es  möge  die  zur  Kante  CD  (oder  A3A^) 
gehörige  projektive  Beziehung  der  Ebenen  durch  die  Invari- 
ante ji2  gekennzeichnet  werden.  Sind  weiter  P,  P'  irgend 
zwei  entsprechende  Punkte  der  Kollineation  und  durchbohrt 
die  Verbindungslinie  PP'  die  Flächen  JBCD,  ACD,  APD, 
ABC  bezw.  in  den  Punkten  A,  B,  C,  D,  so  erhält  man 
(vergl.  92.) 
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j,,  =  A;Ä{A,A,PP')  =  (BAPP')  =  ^^ 
^3  =  Ä^,  (A  Ä,  PP)  =  (C  A  PP')  =  ^' 
(1)  j,,  =  ä;ä,{ä,ä,PP')  =  {DAPP')=^ 


j,,  =  A,  A, {A  A, PP)  =  (C  B  PP')  = 


44 


22 


33 


j,,  =  A,  As  (A,  A,  PP)  =  (D  B  PP')  =  "" 


»44 

Diese  sechs  Großen  heißen  die  Invarianten  der  Kollineation. 
Man  findet  sofort  die  Beziehung 

Mithin  sind  nur  drei  dieser  Großen  z.  B. 

7i2        Jas        ^34 
vollständig  unabhängig  und  diese  drei  bestimmen  in  Ver- 
bindung mit  dem  Haupttetraeder  die  Verwandtschaft 

Zusatz.     Fügen  wir  zu  den  Gleichungen  fiir  /j,,  j^^, 
Ji4  noch  die  selbstverständliche  hinzu: 

(PP'AA)=1 
so  ergibt  sich  nach  Formel  (11)  S.  6 

(ABCD)  =  '^^~'^:'^^~''^^  d.h. 

«22  %3     »22  »44 

„Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  kollinearer 
Bäume  treffen  das  Haupttetraeder  in  vier  Punkten  von 
konstantem  Doppelverhältnis. 

166.  Im  Gegensatz  zu  dieser  aUgemeinen  Kollineation 
führt  die  Annahme  b)  zu  einer  speziellen,  kollinearen  Be- 
ziehung. Begegnet  nämlich  PP'  der  Kante  CD  des  Haupt- 
tetraeders, so  koinzidiert  die  Ebene  CDP  mit  der  ihi- 
entsprechenden  Ebene  CDP'  und  da  außerdem  die  Ebenen 
CDA  und  CDB  die  Dopjjelebenen  der  projektiven  Ebenen- 
büschel sind,  welche  die  Kante  CD  trägt,  so  müssen  (50.)  über- 
haupt entsprechende  Ebenen  dieser  Büschel  zusammenfallen. 
Man  erhält  mithin  einen  ganzen  Büschel  von  Doppelebeneu. 

18* 
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Für  die  gegenüberliegende  Kante  AB,  welche  durch  die 
KoUineation  jedenfalls  in  sich  transformiert  wird,  hat  dies 
zur  Folge,  daß  offenbar  jeder  Punkt  derselben  ein  Doppel- 
punkt wird.  Wh'  haben  also  zwei  Achsen  mit  je  oo^  Doppel- 
elementen: die  eine  {AB)  trägt  bloß  Doppelpunkte,  die 
andere  (CD)  bloß  Doppelebenen.  Jede  Gerade,  welche 
irgend  zwei  entsprechende  Punkte  verbindet,  muß  CD 
schneiden;  jede  Schnittlinie  zweier  entsprechender  Ebenen 
hat  mit  AB  einen  Punkt  gemein.  Diese  Verwandtschaft 
wird  als  „axiale"  KoUineation  bezeichnet.  Wir  erhalten 
den  analytischen  Ausdruck  für  dieselbe,  wenn  wir  in  den 
Gleichungen  (9)  von  148. 

1 1    —  6t'.>o 

setzen. 

167.  Im  Falle  c)  soll  die  Linie  PP'  zwei  Kanten  des 
Haupttetraeders  schneiden.  Liegen  diese  in  einer  Tetraeder- 
fläche z.  B.  in  ^jBO,  so  wird  durch  P  und  P'  bloß  die 
ebene  KoUineation  in  dieser  Doppelebene  festgelegt.  Um 
die  räumliche  KoUineation  zu  bestimmen,  können  wir  noch 
irgend  zwei  Punkte  einander  zuordnen,  sofern  sie  nur  aus 
der  Ecke  D  auf  die  Ebene  ABC  projiziert  entsprechende 
Punkte  der  genannten  ebenen  KoUineation  Uefern.  Wir 
erhalten  mithin  keinen  neuen  Fall.  Dagegen  führt  die  andere 
Annahme,  daß  PP^  zwei  Gegenkanten,  etwa  AB  und  CD 
des  Haupttetraeders  schneidet,  zu  einem  dritten,  wesentlich 
verschiedenen  Typus  der  KoUineation.  Die  eben  angewandte 
Schlußweise  läßt  wieder  erkennen,  daß  unter  dieser  Voraus- 
setzung jede  der  zwei  Gegenkanten,  sowohl  unendlich  viele 
Doppelpunkte  als  auch  unendlich  viele  Doppelebenen  trägt. 
Jede  Verbindungslinie  entsprechender  Punkte  und  jede  Schnitt- 
linie entsprechender  Ebenen  begegnet  den  beiden  Achsen 
AB  und  CD  und  entspricht  sich  selbst.  Die  Trans- 
formation wird  als  „gescharte"  KoUineation  (auch  als  „wind- 
schiefe Perspektive")  bezeichnet. 

Um  diese  kollineare  Beziehung  analytisch  darzustellen, 
haben  wir  in  den  obigen  Gleichungen 

zu  setzen  und  können  auch  schreiben: 

00 \  ■  u/-^  I  u/^  l  00 ^^  =^  00\  \  OC2  •  J  00^  *  1 OC^ 
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Die  Konstante  j  =z—   gibt  die  einzige  absolute  Invariante 

der  Transformation  und  sie  läßt  eine  sehr  anschauliche  und 
einfache  geometrische  Deutung  zu.  Trifft  nämlich  die  Ver- 
bindmigslinie  ii^end  zweier  entsprechenden  Punkte  P,  P'  in 
31  und  N  die  Kanten  AB  und  CD  des  Haupttetraeders, 
das  als  Fundamentaltetraeder  gleichzeitig  mit  AiA-iÄ^A^ 
bezeichnet  ist,  so  geht  die  dritte  der  Gleichungen  (1)  auf  S.  275 
über  in 

j,,  =^  A,A,  {A,A,PP')  =  (NMPP')  =  ^* 
oder  ^^ 

j  =  {MNPP")  =  konst. 
d.  h.: 

„Irgend    zwei   entsprechende  Punkte   oder   auch 
irgend  zwei  entsprechende  Ebenen  der  gescharten 
Kollineation  bilden  mit  den  beiden  Achsen  ein  kon- 
stantes Doppelverhältnis." 
168.    Soll  endlich  im  Falle  d)  die  Verbindungslinie  PP' 
drei  Kanten   des   Haupttetraeders    schneiden,   so   wird    sie 
notwendigerweise    durch    eine    Ecke    desselben,    etwa    7) 
laufen.     Der  Strahl  DP  fällt  mit  dem  ihm  entsprechenden 
DP'  zusammen  und  d^a  DA,    DB,  DC  ebenfalls  Doppel- 
strahlen sind,   so  muJß  der  Bündel  S  überhaupt  aus  Doppel- 
strahlen bestehen.     Die  Folge  davon  ist,   daß  jeder  Punkt 
der  Ebene  ABC  ein  Doppelpunkt  wird.     Irgend  zwei  ent- 
sprechende Punkte  liegen  auf  einem  Strahle  durch  D  imd 
irgend  zwei   entsprechende  Ebenen    begegnen   sich   auf  der 
Ebene  ABC.     Man  hat  zwei  Doppelelemente,    ein    ebenes 
System    mit    Doppelpunkten    und    Doppelgeraden    und    ein 
Bündel  mit  Doppelebenen  und  Doppelgeraden.     Wir  nennen 
diese  Systeme  „perspektiv  koUinear"  oder  kurz  „perspektiv" 
und  sprechen  von   einer  „CentralkoUineation",    „centrischer 
Kollineation"  oder  auch  von  einer  „Relief Perspektive". 

Die   Gleichungen    dieser    Perspektiven   Verwandtschaft 
ergeben  sich,  wemi  wir  setzen: 

und  sie  können  für  j  =  ~  auch  geschrieben  werden: 
\^)  X\ '  1^2 1  so^ :  x^  =  Xi :  x^ :  «p»  'j  x± 
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Dabei  ist  x^  =  0  oder  ABC  die  Ebene  der  Doppelpunkte 
oder  die  sogenannte  „  Kollineationsebene ",  während  der 
Mittelpunkt  D  des  Bündels  der  Doppelelemente  als 
„Centrum"  der  KoUineation  bezeichnet  wird.  Aus  dem 
Ausdrucke  fiir  j^-^  (S.  275)  beweist  man  ganz  ebenso  wie 
oben: 

„Die  CentralkoUineation  besitzt  eine  absolute 
Invariante;  je  zwei  entsprechende  Elemente  bilden 
mit  dem  Centrum  imd  mit  der  Ebene  der  Kol- 
lineation  ein  Doppelverhältnis,  dessen  Wert  unver- 
änderlich ==  dieser  Invariante." 

Dieser  geometrischen  Ableitung  der  verschiedenen  Typen 
der  KoUineation  fehlt  deswegen  die  wünschenswerte  All- 
gemeinheit, weil  sie  die  Realität  der  Ecken  und  Flächen  des 
Haupttetraeders  zur  Voraussetzung  hat.  Wir  befreien  uns 
von  dieser  Beschränkung,  in  dem  wir  die  Aufgabe  rein  alge- 
braisch behandeln. 

Vorher  wollen  wir  aber  noch  ein  Urteil  darüber  ge- 
winnen, ob  zwei  beliebige,  kollineare  Räume  sich  in 
eine  solche  gegenseitige  Lage  bringen  lassen,  daß  sie  eine 
CentralkoUineation  erzeugen  oder  kürzer:  ob  sie  sich  per- 
spektiv  orientieren  lassen.  Um  dies  zu  entscheiden,  be- 
achten wir,  daß  in  einer  CentralkoUineation  die  unendlich 
ferne  Gerade  der  KoUineationsebene  o  die  einzige,  im  Unend- 
lichen gelegene  Gerade  ist,  welche  Punkt  für  Punkt  in  sich 
selbst  übergeführt  wird.  Sind  nun  zwei  Räume  2J  und  2J^ 
ganz  allgemein  kollinear  auf  einander  bezogen  und  denken 
wir  uns  in  jedem  die  Fluchtebenen  gefunden,  so  muß  der 
unendlich  fernen  Geraden  der  einen  Fluchtebene  (d.  h.  ihrer 
Schnittlinie  mit  der  unendlich  fernen  Ebene)  im  andern 
System  die  unendlich  ferne  Gerade  der  anderen  Fluchtebene 
entsprechen  und  dies  sind  die  einzigen,  gleichzeitig  im  Un- 
endlichen gelegenen  und  sich  entsprechenden  Geraden  der 
beiden  Räume.  Bei  der  Perspektiven  Lage  müssen  also 
unter  allen  Umständen  diese  beiden  Punkt  für  Punkt  sich 
decken,  was  nur  möglich  wird,  wenn  sie  kongruente,  nicht 
bloß  projektive  Punktreihen  tragen.  Demnach  ist  es  im 
allgemeinen  nicht  möglich,  kollineare  Räume  in  perspektive 
Lage  zu  bringen.  Für  affine  räumliche  Systeme  gilt  das 
Gleiche. 


§  26.   Die  verscliiedenen  Fälle  der  Eollineation. 
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Analytische  Formulierung. 

169.  Aus  den  allgemeinen  Gleichungen  (5)  der  linearen 
Substitution  von  147.  erhalten  wir  die  Doppelpunkte,  wenn 
wir  Xi  =  Xi  setzen,  so  daß  sich  das  folgende  System  von 
Gleichungen  ergibt: 

(«11  —  ^)^1  +  «12^2  +  «13^3  +  «14^4  ==  0 
«21^1  +  («22—  0)^2.  +  «23^3  +  «24-^4  =  0 
«31  %  +  «32  ^2  +  («33  —  ?)  -^3  +  «34  ^^^  =  0 
«il  X^  +  a^2  ^2  +  «43  ^3  +  («44 q)X^=^ 

Sollen  dieselben  eine  Lösimg  zulassen,  so  muß  die  Bedingung 
erfüllt  sein: 


l«ii- 


«■21 


r3i 


["'41 


O       «1 


«'13 


Q        «2 


*'32 


«14 
«24 
«34 
«44— e 


=  0 


Diese    „charakteristische    Gleichung"    läßt    sich    durch 
Entwickelung  der  Determinante  auch  wie  folgt  schreiben: 


(4) 
wobei 


M  -  q'-A^q^-^A,q^-  A^o  +  ^4  =  0 


Ax  =  «11  +  «22  +  «33  +  «44 


A  = 


i«ll    «12 
|«28    «22 


+ 


'«11    «13 


+ 


+ 


«33    «34 


i«31    «33 
A  =  «11  +  «22  +  «33  +  «44 

A^  =  A 

Jeder  Wm-zel  der  Gleichung  (4)  entspricht  ein  System  (3) 
von  Gleichungen,  das  sich  auflösen  läßt  und  einen  Doppel- 
punkt liefert.  Benutzt  man  ferner  zur  Ermittelung  der 
Doppelebenen  die  Gleichungen  (7)  der  transponierten  Sub- 
stitution von  147.,  so  erhält  man  ein  transponiertes  System 
von  Gleichungen,  aber  die  gleiche  Determinante.  Jede  Wurzel 
von  f  liefert  also  auch  eine  Doppelebene.  Ohne  alle  Einzel- 
heiten zu  diskutieren,  wollen  wir  bloß  die  geometrisch 
interessanten  Fälle  erwähnen. 
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Die  Gleichung  f  hat  vier  reelle  Wurzeln:  dann  erhalten 
wir  ein  ganz  reelles  Haupttetraeder  (Fall  a). 

AEe  Wurzeln  von  f  sind  komplex,  d.  h.  es  treten  zwei 
Paare  konjugiert  imaginärer  Wurzeln  auf.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung werden  die  Doppelpunkte  und  Doppelebenen  zwar 
alle  imaginär,  aber  die  Verbindungslinie  von  zwei  konju- 
gierten Doppelpunkten  und  ebenso  die  Schnittlinie  konju- 
gierter Doppelebenen  fallt  reell  aus.  Von  dem  Haupt- 
tetraeder existieren  im  Reellen  bloß  zwei  Gegenkanten. 

Endlich  können  noch  zwei  Wurzeln  reell  und  zwei 
konjugiert  imaginär  sein;  in  diesem  Falle  werden  zwei  Doppel- 
punkte reell  und  zwei  imaginär  und  ebenso  verhalten  sich  die 
Doppelebenen.  Das  Haupttetrader  besteht  aus  zwei  Gegen- 
kanten und  aus  den  beiden  auf  der  einen  derselben 
liegenden  reellen  Ecken. 

Die  Anzahl  der  reellen  Doppelpunkte  bezw.  Doppel- 
ebenen beträgt  folglich  0  oder  2  oder  4. 

Hätte  die  Gleichung  f  eine  Doppel wurzel,  so  würden 
zwei  Doppelpunkte  zusammen  rücken  u.  s.  f. 

170.  Dagegen  ist  die  Erfüllung  weiterer  Bedingungen 
nötig,  wenn  wir  zu  KolKneationen  mit  unendlich  vielen 
Doppelelementen  gelangen  wollen.  Es  müssen  nämlich  dann 
fiir  eine  Wurzel  q  von  den  Gleichungen  (3)  zwei  oder  drei 
überflüssig  werden. 

Soll  sich  das  System  der  Gleichungen  (3)  auf  zwei 
wesentliche  reduzieren  für  einen  Wurzel  wert  q,  so  müssen 
alle  dreireihigen  Unterdeterminanten  desselben  verschwinden, 
während  die  zweireihigen  nicht  alle  Null  sein  sollen.  Die 
Determinante  f  verschwindet  dami  ganz  von  selbst.  Ein 
solcher  Wert   q    entspricht  aber    mindestens  einer  Doppel- 

wurzel  von  f.  Denn  die  Ableitung  ^—  läßt  sich  ja  unmittel- 
bar als  Summe  solcher  dreireihigen  Unterdeterminanten  dar- 
stellen. Machen  wir  also  folgende  zwei  (von  einander  un- 
abhängige) Voraussetzungen: 

1.  f  habe  eine  Doppel  wurzel  Qx=  Q^) 

2.  für  diesen  Wert  q^  mögen  in  dem  Gleichungs- 
system  (3)  alle  dreireihigen  Unterdeterminanten  ver- 
schwinden, während  die  zweireihigen  nicht  alle  =  0 
sein  sollen. 
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Dann  sind  zwei  der  Gleichungen  (3)  eine  Folge  der 
übrigen,  die  Doppelpunkte,  welche  der  AYurzel  o^  =  q.^  ent- 
sprechen, haben  zwei  lineare  Gleichungen  zu  erfüllen,  sind 
also  auf  einer  Geraden  angeordnet.  Der  entsprechende 
Ansatz  fiir  die  Doppelebenen  führt  zur  Bestimmung  einer 
Geraden,  welche  ooi  Doppelebenen  trägt.  Wir  sind  damit 
zu  dem  Fall  b)  gelangt. 

Besitzt  die  Gleichung  /  zwei  Doppelwurzeln  q^  =  q^ 
und  Qs  =  Qi  und  ist  für  jede  derselben  wieder  die  obige 
Bedingung  erfüllt,  so  erhalten  wir  natürlich  die  gescharte 
Kollineation.  Doch  können  wir  aus  dieser  allgemeineren  Ab- 
leitung einen  Fall  ableiten,  der  uns  bisher  entgangen.  Die 
beiden  Doppelwurzeln  können  nämlich  auch  konjugiert  ima- 
ginär sein.  Dann  werden  die  beiden  Achsen,  welche  sich 
als  Träger  der  Doppelelemente  ergaben,  zwei  imaginäre  Ge- 
rade zweiter  Art,  die  weder  einen  reellen  Punkt  noch  eine 
reelle  Ebene  tragen.  Die  Kollineation  besteht  trotzdem  und 
auch  das  Strahlen  System  aller  Geraden,  welche  den  beiden 
Achsen  begegnen,  hat  reelle  Existenz. 

Endlich  bleibt  noch  der  Fall  zu  erw^ähnen,  daß  f  eine 
dreifache  Wurzel  ^i  =  ^2  =  Qs  besitzt  und  daß  für  diesen 
Wert  in  dem  Gleichungssystem  (3)  alle  zweireihigen  Unter- 
determinanten verschwinden,  während  für  die  N-ierte  Wurzel  Qi 
nichts  Besonderes  eintreten  soll.  Nun  ist  für  o  =  ^j  das 
System  (3)  durch  eine  einzige  Gleichung  zu  ersetzen;  wir  er- 
lialten  eine  Ebene,  die  mit  Doppelpunkten  erfüllt  ist.  Die 
vierte  Wurzel  g^  dagegen  liefert  einen  isolierten  Doppelpunkt, 
den  Träger  eines  Bündels  von  Doppelebenen.  Dies  ist  der 
Fall  der  Centralkollineation. 

Damit  fanden  die  geometrisch  interessanten  Typen  der 
Kollineation  ihre  Erledigung,  eine  erschöpfende  Darstellung 
aller  möglichen  Fälle  muß  weitere  Eigenschaften  des  Systems 
der  Unterdeterminanten  einer  Determinante  von  der  all- 
gemeinen Form 

^n+Qhi      «12  +  ^^12     •••    «in  4- 061, 

«21  +  Qhl       «22  +  ^^22     •  •  •     «2n  +  Q^n 


Olli  +  qKi      «m2  +  ghii     ■  "       «.m  +  e  ^« 

benutzen,  wie  dies  die  von  Weierstraß  begründete  Theorie 
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der  „Elementarteiler"  lehrt.*)  Segre  hat  dieses  Einteilungs- 
prinzip zur  Ableitung  aller  möglichen  KoUineationen  in 
einem  linearen,  n  dimensionalen  Räume  benutzt.**) 

In  unserem  Falle  (w  =  3)  erhält  man  im  Ganzen  vier- 
zehn Typen  der  räumlichen  Kollineation  mit  nicht  verschwin- 
dender Determinante.  Singulare  KoUineationen,  für  welche 
die  Determinante,  bezw,  die  Unterdeterminanten  verschwinden^ 
lassen  sich  neunzehn  aufzählen. 

Für  die  Ebene  liefert  diese  Betrachtung  sechs  gewöhn- 
liche und  sieben  singulare  KoUineationen. 

Affine,  ähnliche,   kongruente  Systeme. 

171.  Wir  betrachten  noch  die  besonderen  Fälle  der 
Kollineation,  welche  auch  eine  spezialisierte  Lage  der  Doppel- 
elemente zeigen. 

In  affinen  Räumen  entspricht  die  unendlich  ferne 
Ebene  sich  selbst,  ist  also  eine  Ebene  des  Haupttetraeders. 
Ihr  wird  ein  im  Endlichen  gelegener  Doppelpunkt  0  zu- 
gewiesen sein,  der  sich  auch  wieder  (vergl.  96.)  linear  kon- 
struieren läßt.  Durch  0  gehen  im  allgemeinen  drei  Doppel- 
gerade und  drei  Doppelebenen,  von  denen  je  eine  stets  reell 
sein  muß. 

Betrachten  wir  ähnliche  Systeme  und  ist  e  eine  durch 
den  Doppelpunkt  0  gehende  Doppelebene,  l  eine  ihn  ent- 
haltende Doppelgerade,  so  folgt  aus  der  Gleichheit  der  Winkel 
zwischen  entsprechenden  Gebilden  zunächst,  daß  l  auf  e  senk- 
recht stehen  muß.  Ferner  zeigt  uns  eine  leichte  Überlegung, 
daß  die  kongruenten  Ebenenbüschel,  welche  l  trägt,  in  jedem 
Falle  in  der  gleichen  Richtung  laufen,  die  Systeme  mögen 
gleichsinnig  oder  ungleichsinnig  sein,  wobei  die  Bedeutung 
dieser  Ausdrücke  aus  der  in  29.  gegebenen  Definition  des 
Vorzeichens  eines  Volumens  ohne  weiteres  zu  entnehmen  ist. 


*)  Weierstraß:  „Über  Scharen  bilinearer  und  quadratischer 
Formen."  Berl.  Monatsb.  1868,  Seite  119  oder  auch  Ges.  Werke, 
Bd.  II,  Seite  19. 

**)  Segre:  „Sulla  teoria  e  suUa  classificazione  delle  omografie 
in  uno  spazio  lineare  ad  un  numero  qualnnque  di  dimensioni".  Reale 
Acad.  dei  Lincei:  Ser.  3a,  1884,  Bd.  19,  Seite  6.  Man  vergl.  ferner: 
P.  Muth :  „Theorie  und  Anwendung  der  Elementarteiler".  Leipzig  1884, 
Seite  198. 
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Demnach  sind  die  durch  l  gehenden  Doppelebenen  sowie 
die  durch  0  in  g  laufenden  Doppelgeraden  stets  imaginär. 
Sind  die  Systeme  kongruent  und  zunächst  ungleich- 
sinnig, so  enüiält  die  Doppelebene  £  die  Mitten  aller  Ver- 
bindungsstrecken AA',  BB'  ...  (Fig.  86).  Denn  die  von 
entsprechenden  Punkte  wie  A^  A'  auf  £  herabgelassenen 
Lote  AA^,  A'  A^  müssen  gleichlang  und  entgegengesetzt 
gerichtet  sein.  Die  in  der  Ebene  £  liegenden  kongruenten 
Systeme  haben  gleichen  Sinn. 


Fig.  86. 


Gleichsinnig  kongruente  Systeme  dagegen  können 
keine  im  Endlichen  gelegene  Doppelebene  besitzen.  Denn  die 
von  entsprechenden  Punkten  ^4,  ^4 'auf  eine  solche  Doppelebene  e 
gefällten  Senkrechten  AA^,  A'  A^  müssten  in  diesem  Falle 
Lrleich  und  gleich  gerichtet  sein,  so  daß  diese  Doppelebene 
zw  allen  Verbindungsstrecken  AA'y  BB'...  parallel  liefe. 
Dies  ist  —  spezielle  Fälle  ausgenommen  —  nur  möglich, 
wenn  €  ganz  ins  Unendliche  rückt.  Als  einziges  im  End- 
lichen gelegenes  Doppelelement  bleibt  mithin  die  Doppel- 
irerade l  übrig.  Fällen  wir  (Fig.  87)  von  zwei  entsprechen- 
den Punkten  A,  A'  die  Senkrechten  J.A,  ^■l'A''  auf  l,  so 
müssen    diese    sich    entsprechen,     also    gleich    lang    sein. 
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A  <c - 


Fig.  87. 


Ferner  bilden  die  Ebenen  durch  l  und  A  und  B  den  gleichen 
Winkel  wie  die  Ebenen  durch  l  und  A'  bezw.  B'.  Es  ist 
demnach  auch  der  Winkel  der  Ebenen  (l  A)  und  (Z  A')  ebenso 

groß  als  der  Winkfei  der  Ebenen 
(IB),  (IB^).  Dreht  man  das  eine 
System  um  l  als  Rotationsachse  um 
diesen  Winkel  cp  und  verschiebt  es 
sodann  parallel  der  Geraden  l  um 
das  Stück  A  A',  so  decken  sich, 
wie  man  leicht  beweist,  die  beiden 
Systeme  Punkt  für  Punkt.  Man 
bezeichnet  die  gleichzeitige  Aus- 
führung der  Rotation  und  der  Pa- 
rallelverschiebung in  der  Richtung 
der  Rotationsachse  als  eine  „Schrau- 
benbewegung" oder  „Schraubung", 
die  Gerade  dann  als  „Schrauben- 
achse". 

Irgend  zwei  Lagen  eines  starren  Körpers  bestimmen 
kongruente,  gleichsinnige  Systeme  und  wir  folgern  weiter  aus 
dem  Obigen,  daß  ein  starrer  Körper  aus  einer  ersten  Lage 
in  eine  zweite  stets  durch  eine  Schraubung  um  eine  bestimmte 
Achse  übergeführt  werden  kann. 

Die  Centralkollineation.     Reliefperspektive, 
Allgemeine  Eigenschaften. 

172.  Wenden  wir  uns  nun  zur  ausführlicheren  Betrach- 
tung der  Perspektiven  Systeme.  Dieselben  zeichneten  sich 
aus  durch  das  Auftreten  einer  Punkt  für  Punkt  fest  blei- 
benden Ebene,  der  „KoUineationsebene"  o  und  eines  Bündels 
von  Doppelebenen,  dessen  Mittelpunkt  S  das  „Centrum"  der 
Kollineation  heißt.  Je  zwei  entsprechende  Punkte  A  und  A' 
liegen  auf  einem  Strahle  a  durch  S.  Derselbe  wird  durch 
die  Transformation  in  sich  übergeführt.  Die  Doppelpunkte 
der  auf  a  liegenden,  projektiven  Punktreihen  sind  S  einer- 
seits und  anderseits  der  Schnittpunkt  Aq  von  a  mit  o. 

Irgend  eine  Ebene  a  begegnet  der  ihr  entsprechenden 
Ebene  a'  in  einer  Geraden  ^„,  welche  der  KoUineations- 
ebene o  angehört.  Der  Ebenenbüschel  ^„  wird  projektiv  auf 
sich  bezogen.  Die  Doppelebenen  werden  gebildet  von  o  und 
von  der  Ebene  a^,  die  g^  und  S  verbindet. 
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Die  unendlich  ferne  Ebene  kann  als  zum  einen  oder 
andern  System  gehörig  betrachtet  und  dementsprechend  mit 
CO  bezw.  y^'  bezeichnet  werden.  Es  entsprechen  ihr  dann 
die  beiden  „Fluchtebenen"  m  und  y,  (auch  Gegenebenen 
genannt).  Da  sich  aber  co  und  o>'  in  einer  Linie  von  a 
schneiden  müssen,  so  folgt  ohne  weiteres,  daß  die  Flucht- 
ebenen zur  Kollinationsebene  o  parallel  laufen,  also: 

In  jeder  durch  >S'  hindurch  gelegten  Ebene  bUdet  sich  eine 
ebene  Centralkollineation  aus,  für  welche  S  das  Centrum  ist, 
während  die  Schnittlinie  mit  o  die  Achse  dieser  Kollineation 
sein  wird.  Fällen  wir  von  S  aus  eine  Senkrechte  auf  a, 
welche  in  5o  eintreffen,  femer  die  Ebenen  co',  /in  Jj'  und  Y 
durchsetzen  möge,  so  wii'd  auch  für  jede  Ebene  durch  diese 
Senkrechte  das  eben  Gesagte  gelten.  Die  Figuren  35  und  36 
können  wir  dann  als  „Schnitte"  einer  räumlichen  Central- 
kollineation auffassen  und  zur  Versinnlichung  der  räumlichen 
Verwandtschaft  benutzen.  Sind  5,  W  ein  Paar  entsprechende 
Punkte  auf  einem  Strahle  &,  dessen  Spur  in  o  der  Punkt 
j^o  sei,  ßj  ß'  ein  Paar  entsprechende  Ebenen,  so  ist  wie 
früher 

;•  =  {SA,  AA')  ^  {SBo  BB')  =  {a,oaa')  =  {ß.oßß') 
=  iSS,VV')  =  §^ 

femer 

SV=U'So     und    SU'=rSo 

d.  h.  „die  beiden  Fluchtebenen  einer  Centralkollineation  sind 
parallel  zur  Kollineationsebene;  die  eine  derselben  steht 
ebensoweit  vom  Centrum  ab  wie  die  andere  von  der  Ebene 
der  Kollineation.  Die  Centralkollineation  besitzt  eine  cha- 
rakteristische Invariante  j;  je  zwei  entsprechende  Punkte  und 
je  zwei  entsprechende  Ebenen  bilden  mit  dem  Centrum  und 
mit  der  Collineationsebene  ein  Doppelverhältnis,  dessen  Wert 
gleich  dieser  Invariante." 

173.  Wiederum  sind  auch  hier  zwei  verschiedene  Typen 
möglich,    je   nachdem  j  positiv   oder   negativ.     Im   ersten 


286 


IX.    KoUineare  und  reziproke  Systeme  u.  s.  f. 


Falle  liegen  die  beiden  Fluchtebenen  auf  verschiedenen  Seiten 
von  o  (Fig.  36*),  im  zweiten  auf  der  gleichen  Seite  von  o 
(Fig.  36"). 

Bestimmen  köimen  wir  eine  centralkollineare  Beziehung 
durch  die  Angabe  von  Centrum  und  Kollineationsebene  und 
eines  Paares  entsprechender  Punkte  oder  Ebenen.  Speziell 
dürfen  wir  also  z.  B.  eine  der  Fluchtebenen  (parallel  zur 
Kollineationsebene)  annehmen. 


Fig.  88. 


Ist  demnach  in  Figur  88  a  die  Kollineationsebene,  co' 
die  eine  Fluchtebene  und  S  das  Centrum,  so  genügen  diese 
Elemente  zur  Festlegung  der  Verwandtschaft. 

Betrachten  wir  noch  ein  Bündel  paralleler  Linien  im 
Räume  2.  Dem  gemeinsamen  unendlich  fernen  Punkt  der- 
selben wird  ein  Punkt  der  Fluchtebene  <x>'  entsprechen,  den 
wir  erhalten,  wenn  wir  durch  S  eine  Parallele  zu  der  ge- 
gebenen Richtung  ziehen  und  deren  Schnittpunkt  mit  co'  auf- 
suchen. Durch  diesen  Fluchtpunkt  gehen  die  sämtlichen 
entsprechenden  Geraden  im  System  Z'  hindurch. 

Beispielsweise  bilden  sich  in  Figur  88  alle  Senkrechten 
zur  Kollineationsebene,  genommen  im  Räume  2,  in  Linien 
ab,  die  durch  den  Fluchtpunkt  TJ'  von  oi'  laufen.  Nur 
parallele  Gerade,  die  überdies  zur  Kollineationsebene  parallel 
laufen,  gehen  bei  dieser  Transformation  wieder  in  parallele 
Gerade  über. 
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Die  ßeliefperspektive. 

174.  Liegen  die  centralkollinearen  Systeme  so,  daß  sich 
<iie  beiden  Fluchtebenen  auf  verschiedenen  Seiten  der  Kolli- 
neationsebene  befinden,  in  welchem  Falle  die  projektiven 
Punktreihen  auf  den  Strahlen  des  Bündels  S  im  gleichen 
Sinne  laufen  und  j  positiv  ist,  so  wird  der  ganze  Raum  von  o 
aus  bis  ins  Unendliche,  der  den  Punkt  S  nicht  enthält,  ab- 
gebildet in  den  Raum  zwischen  o  und  der  Fluchtebene  co\ 
Irgend  ein  Körper  z.  B.  eine  Kugel,  die  sich  in  dem  ersten 
Räume,  dem  „Originalraum"  befindet,  geht  durch  die  Transfor- 
mation über  in  einen  andern  Körper,  im  genannten  Fall  in  ein 
Ellipsoid  (Fig.  36*),  das  ganz  in  dem  zweiten  Raum,  dem 
„Bildraum"  hegt.  Dieser  zweite  Körper  wird,  gemessen 
nach  der  Tiefemichtung  SSq,  eine  geringere  Ausdehnung 
zeigen,  überhaupt  flacher,  platter  sein.  Die  damit  gegebene 
Methode,  von  einem  Raumobjekt  ein  „Modell"  oder  ein 
„Relief^'  herzustellen,  wird  als  „ReKefperspektive"  bezeichnet. 
ß  heißt  das  „Auge",  o  die  „Bildebene",  der  Abstand  Sq  U' 
der  Büdebene  von  der  Fluchtebene  w'  die  „Tiefe"  des  Reliefs 
(Fig.  88).  Die  charakteristische  Invariante  j  ist  ein  echter  Bruch, 
für  den  man  einen  einfachen  Wert  wählen  kann.  In  Figur  88 
findet  man  das  Reliefbild  12  34  5'6'7'8'  des  rechtwinkelig 
begrenzten  Raumes  12345678  gezeichnet.  Die  Tiefen- 
linien 15',  26',  37'  und  48'  kon vetteren  nach   U'. 

Auch  die  bildende  Kunst  macht  von  dieser  Modellierungs- 
methode Gebrauch.  Sehen  wir  nämlich  ab  von  den  Wirkungen 
des  Lichtes  und  der  Farbe  und  beschränken  uns  auf  die 
länien  des  Raumobjektes,  so  wird  auf  ein  in  S  befindliches 
Auge  das  nach  dieser  Kollinearverwandtschaft  konstruierte 
Relief  annähernd  den  gleichen  Eindruck  machen  wie  das 
Original.  Es  hat  aber  vor  dem  letzteren  den  Vorzug  ge- 
ringerer Tiefe.  Will  mm  ein  Künstler  bei  einer  plastischen 
Darstellung  sich  nicht  auf  den  Vordergnmd  beschränken, 
sondern  durch  Behandlung  des  Hintergrundes  noch  eine  ge- 
wisse Tiefenwirkung  erzielen,  so  wird  ihm  sehr  häufig  fiir 
diesen  Zweck  nicht  der  nötige  Raum  zur  Verfügung  stehen. 
Man  denke  etwa  an  plastische  Darstellungen,  die  ein  Portal, 
einen  Grabstein,  eine  Altarwand  schmücken  sollen.  Das 
flache  Reliefbild  läßt  sich  dagegen  auch  in  einem  solchen 
Falle  noch  anbringen. 


288  XI«   Kollineare  und  reziproke  Systeme  u.  s.  f. 

Einen  großen  Nachteil  solcher  Reliefs  dürfen  wir  frei- 
lich nicht  verschweigen.  Sie  werden  durch  das  Tageslicht 
beleuchtet^  während  doch  auch  die  einfallenden  Lichtstrahlen 
kollinear  zu  transformieren  wären.  Infolgedessen  bilden  sich 
die  Schatten  in  ganz  unrichtiger  Weise  aus.  Diesem  Miß- 
stand könnte  man  durch  Anbringung  einer  künstlichen 
Lichtquelle  einigermaßen  abhelfen,  immer  aber  bleibt  der 
noch  größere  bestehen,  daß  die  Beleuchtung  d.  h.  die  Ver- 
teilung der  Helligkeit  namentlich  auf  krummen  Flächen,  nicht 
der  Natur  entspricht,  so  daß  das  Auge  nicht  deii  Eindruck 
voll  gewölbter  Formen  erhält. 

Im  übrigen  wird  ohnedies  niemand  verlangen,  daß  der 
Künstler  sich  strenge  an  eine  mathematische  Schablone  halte. 
Sie  gibt  ihm  nur  die  allgemeinen  Gesetze,  den  Verlauf  der 
Linien  im  Großen;  im  Interesse  einer  besseren  Wirkung  kann 
er  auch  von  ihr  abweichen.  Denn  seine  Absicht  besteht  ja 
darin,  beim  Beschauer  eine  lebhafte  Vorstellung  anzuregen 
und  es  kann  sein,  daß  er  dies  Ziel  durch  bewußtes  Ab- 
gehen von  der  Schablone  in  höherm  Maße  erreicht.  Nament- 
lich menschliche  Figuren  gestatten  eine  freiere  Behandlung, 
sie  werden  häufig  im  Vordergrund  in  voller  Rundung  dar- 
gestellt; geometrische  und  architektonische  Formen  müssen 
strenger  dem  mathematischen  Gesetze  entsprechend  modelliert 
sein.  Es  ist  auch  gar  nicht  zu  verwundern,  daß  der  Künstler 
erst  einen  Ausgleich  zwischen  der  Theorie  und  seinem  Formen- 
gefühl finden  muß.  Gibt  doch  die  Centralprojektion  nur  die 
einfachste  Abstraktion  aus  dem  unendlich  komplizierten  Vor- 
gange des  Sehens. 

Endlich  ist  noch  zu  erwähnen,  daß  die  Reliefperspektive 
auch  Anwendung  findet  in  der  Bühnentechnik  (Theaterper- 
spektive) und  beim  Panorama. 

175.  Der  hier  beschriebene  Relief stil  wurde  zuerst  rein 
praktisch,  aber  bereits  in  hoher  Vollendung  von  Lorenzo 
Ghiberti  zur  Anwendung  gebracht  in  seinen  Reliefs  an  der 
östhchen  Broncethür  des  Baptisteriums  in  Florenz,  die  er  in 
der  Zeit  von  1425  bis  1452  anfertigte.  Die  ersten  theo- 
retischen Begründungen  gaben  Daniel  Barbaro  (La  pratica 
della  perspettiva.  Venetia  1569  und  namentlich  Quido 
Ubaldi  (Perspectiva.     Pisauri  1600). 

Sehr  bekannt  ist  auch  das  „Teatro  Olimpico"  in  Vicenza, 
dessen  Bühne  eine  solche  Perspektive  Architektur  zeigt,  die 
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.ach  Plänen  Palladios,  aber  erst  nach  seinem  Tode  1584 
hergestellt  wurde.  Diesseits  der  Alpen  sind  als  Beispiele 
für  diese  Technik  anzuführen  die  Marmorreliefs  an  dem 
Grabdenkmale  Maximilian  I.  in  der  Hofkirche  in  Innsbruck, 
die  voa  dem  niederländischen  Bildhauer  Alexander  Colin 
(1526 — 1612)  vom  Jahre  1564  an  ausgeführt  wurden. 

Einen  ganz   anderen   Stil  hat  übrigens  in  neuerer  Zeit 
Thorwaldsen  in  seinen  Reliefs  zur  Anwendung  gebracht.*) 


Die  Perspektive. 

176.  Lassen  wir  den  Bildraum  eines  Reliefs  immer  mehr 
und  mehr  zusammenschrumpfen  und  nehmen  schließlich  die 
Tiefe  Sq  ü'  ==  0,  so  wird  der  ganze  Raum  Z  auf  die  Bild- 
ebene a  in  der  Weise  abgebildet,  daß  man  irgend  einem 
Punkte  P  den  Schnittpunkt  P'  von  SP  mit  o  zuordnet.  Es 
verschwindet  dann  die  Determinante  der  linearen  Substitu- 
tion und  es  ist  (vergl.  die  Gleichungen  (2)  von  168.  sowie  172.) 

AVir  haben  also  den  Fall  der  singulären  Kollineation  (150.), 
wobei  der  Büudel  mi  einen  Raum  und  das  ihm  kollineare 
Punktfeld  des  andern  perspektiv  liegen.  Das  ist  die  Per- 
spektive, die  der  Maler  anwendet.  Wie  sich  z.  B.  ein  qua- 
dratisches Fußbodenmuster  perspektiv  abbildet,  wurde  181. 
als  Beispiel  gezeigt.  Schneidet  man  in  ein  Raumobjekt  mit 
einer  Reihe  paralleler  Ebenen  ein  und  überträgt  die  einzelnen 
Schnittkurs'en  in  das  Perspektive  Bild,  so  kann  man  daraus 
das  Bild  des  Objektes  ermitteln. 

Mechanisch  leistet  dies  der  schon  120.  ff.  beschriebene 
Rittersche  Apparat.  Man  hat  nur  nötig  z.  B.  im  Grundriß 
die  horizontalen  Linien  mit  dem  Fahrstift  zu  verfolgen. 
Die  Verbindungslinien  der  einzelnen  Schichten  werden  dann 
aus  freier  Hand  eingetragen.    Vergl.  Abbildung  3  auf  S.  203. 

Für  die  Kunst  ist  die  Perspektive  als  die  Lehre  von 
der  Darstellung  räumlicher  Objekte  auf  einer  Ebene  noch 
von  größerer  Bedeutung  als  die  Reliefperspektive.     Sie  gibt 


*)  Vergl.  Wiener:  „Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie". 
1.  Bd.,  Leipzig  1884.  —  Hauck:  „Die  Grenzen  zwischen  Malerei  und 
Plastik  und  die  Gesetze  des  Reliefs".  Berlin  1885.  —  Burmester: 
„Grundzüge  der  Reliefperspektive".     Leipzig  1883. 

Doeblemann,  Geometrische  Transformationen.  19 
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dem  Künstler  eine  erste  Nonn  und  eine  allgemeine  Orien- 
tierung und  ihr  großer  erzieherischer  Wert  wird  durch  den 
Umstand  nicht  vermindert,  dass  Schönheits-  und  Kunstgefühl 
die  strengen  Gesetze  dieser  Disciplin  in  entsprechender 
Weise  abändern. 

Auch  diese  Liniearperspektive  ist  eine  Errungenschaft 
der  Renaissance.  Der  Florentiner  Baumeister  Brunnelleschi 
(1377 — 1446)  hat  sich  sicher  mit  darauf  bezüglichen  Studien 
befaßt.  Ihm  widmete  der  erste  Theoretiker  der  Perspektive, 
Leo  Battista  Alberti  (1404—1472)  seinen  Traktat  „De 
pictura«  (1435). 


Spezielle  Fälle   der  Centralkollineation. 

177.  Die  metrischen  Spezialisierungen  der  Perspektiven 
Systeme  erhalten  wir  ganz  in  der  gleichen  AVeise  wie  bei 
der  ebenen  KoUineation  (vergl.  103.),  nur  haben  wir  an 
Stelle  der  Kollineationsachse  die  Ebene  der  KoUineation 
treten  zu  lassen. 

Liegt  das  Centrum  S  im  Unendlichen,  so  werden  die 
Systeme  perspektiv-affin.  Die  Richtung  von  S  heißt 
Affinitätsrichtung.     Es  wird  jetzt: 

j  :=  iSA^Ä^)  =  ^'  =-  ff  =  konst. 

Der  einfachste  Fall  ergibt  sich,  wenn  die  Affinitätsrichtung 
auf  der  KolKneationsebene  senkrecht  steht.  Wählen  wir 
ein  rechtwinkeliges  Koordinatensystem,  so  daß  die  XY- 
Ebene  in  die  KolKneationsebene  fällt,  die  ^- Achse  folglich 
auf  ihr  senkrecht  steht,  so  werden  die  affin  -  Perspektiven 
Systeme  dargestellt  durch  die  Gleichungen: 

Ist  yfc  <  1,  aber  >  0,  so  geht  eine  geschlossene  Fläche 
des  Raumes  Z  über  in  eine  ebenfalls  geschlossene  Fläche  Z', 
welche  in  der  Richtimg  der  -Z- Achse  zusammengedi'ückt  ist. 
Eine  Kugel  z.  B.  wird  in  ein  Rotationsellipsoid  transfonniert. 
Wir  erhalten  wieder  ein  Relief  eines  Raumobjektes,  der 
positive  Bruch  h  gibt  die  Verkürzung.     Die  Bildliauer  be- 
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nutzen  diese  Art  der  Umformung  (,;3ildhauerperspektive"). 
Professor  Paul  Pfeifer  (Berlin)  hat  einen  Apparat  kon- 
struiert, der  es  ermöglicht,  von  einem  vollplastischen  Original 
in  mechanischer  Weise  ein  solches  Relief  herzustellen. 

Dieser  „Relief-Modellierapparat",  D.  R.  P.  92898,  besteht 
(Abbild.  4)  aus  einem  Holzgestell,  das  auf  seiner  unteren 
Platte  den  mittels  emes  Sehraubenantriebes  in  wagrechten 
Schlittenfuhrungen  verschiebbaren  Werktisch  trägt.  Dieser 
kann  links  in  dem  Hohh-aum  das  abzubildende  Oiiginal, 
rechts    auf   der  Platte  die   Modelliermasse  aufnehmen,    aus 


Abbildung  4. 

welcher  das  Relief  geschnitten  werden  soll.  Der  Fühlstift, 
welcher  die  vollrunde  Form,  z.  B.  einen  Kopf,  nachfährt 
und  das  Messer,  welches  das  Relief  schneidet,  sind  in  Gleit- 
stangen an  einem  aus  gezogenen  Metallrohren  hergestellten 
Rahmen  befestigt,  an  dem  sich  auch  der  Hebel  befindet, 
mittels  welchem  die  Größe  der  Verkürzung  eingestellt  werden 
kann.  Man  hat  die  Verkürzungen  von  ^  bis  ,^  zur  Ver- 
fügung.  Der  ganze  Rahmen  ist  durch  eine  sehr  feine 
Rollenführung  in  wagrechter  Richtung  verschiebbar,  dabei 
gleitet  der  Fühlstift  über  das  Original  hinweg,  und  das 
Messer  beschreibt  die  dazu  affine  Kurve.  Nachdem  der 
Stift  über  die  Form  hinweg  geführt  ist,  wird  der  Werktisch 

19* 
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em  wenig  verstellt  und  nun  abermals  der  Rahmen  ver- 
schoben. So  erhält  man,  Schicht  für  Schicht,  das  Relief. 
Aut  diese  Weise  mechanisch  hergestellte  Reliefs  zeigen  ohne 
weitere  Nacharbeit  schon  eine  vorzügliche  Flächen wirkuno-. 
Wir  fugen  noch  die  Abbildungen  5  und  6  bei,  welche  zw?i 
solche  Reliefs  wiedergeben.  Die  Verkürzungen  sind  ^  bezw.  - . 

3  4 


Abbildung  5. 


Abbildung  G. 


Liegt  S  im   Endlichen,    dagegen  o  unendlich  fern,    so 
Konstlnte"^""   ähnliche    und   ähnlich    gelegene   Systeme;    die 


;  = 


SA'       SB' 


SA       SB 


gibt  die  Verjüngung.  Man  vergl.  Figur  40a  und  40b. 
fer  Wert  j^  —  1  führt  zu  Systemen,  die  symmetrisch 
in  bezug  auf  den  Punkt  S  liegen. 

EndHch  kommen  wir  zu  kongruenten  Systemen  (riff.41) 
wenn  S  und  o  beide  im  Unendlichen  sich  befinden. 
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§  27.    Die  reziproken  Systeme. 

Die    incideDten   und   involutorischen  Elemente. 

178.  Wie  bei  einer  Korrelation  lediglich  die  Doppel- 
elemente eine  gewisse  Sonderstellung  in  der  durchaus  gleich- 
artigen Beziehimg  einnehmen,  so  werden  als  die  einzig 
ausgezeichneten  Elemente  einer  Korrelation  diejenigen  zu 
bezeichnen  sein,  welche  die  ihnen  entsprechenden  Elemente 
enthalten.  Diese  mögen  als  „incidente"  Elemente  bezeichnet 
erden.  Die  Untersuchung  verläuft  der  für  ebene  Systeme 
durchgeführten  analog,  so  daß  wir  uns  darauf  beschränken 
können,  die  Resultate  aufzuzählen: 

Alle  Punkte  des  einen  oder  anderen  Systems, 
welche  in  den  ihnen  entsprechenden  Ebenen  liegen, 
erfüllen  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  Fp,  und  alle 
Ebenen,  welche  die  ihnen  entsprechenden  Punkte 
tragen,  umhüllen  eine  weitere  Fläche  zweiter  Ord- 
nung Fe. 

Diese  beiden  sogenannten  „Kemflächen''  durch- 
setzen sich  in  den  vier  Seiten  eines  räumlichen 
Vierecks,  des  „Haupt\-ierseits"  der  Korrelation, 
dessen  Ecken  ein  Tetraeder  bilden.  Beide  Flächen 
berühren  in  den  Ecken  die  Teti"aederflächen. 

Die  Ecken  dieses  Hauptvierseits  sind  gleichzeitig 
die  einzigen  Punkte,  denen  involutorisch  die 
gleiche,  überdies  noch  durch  sie  hindurch  gehende. 
Ebene  entspricht. 

Die  Gleichungen  der  Kemflächen  werden: 

(1)  Ff  =  ai^x\  +  «222^  +  ...  -}-  (ai8  +  (H\)xxXi  +  ...  =0 

(2)  J?;^anl?  +  a22l?+  ...  +  (a.j  +  a„)  ^i  I2  +  ...  =0 

Setzen  wir  voraus,  daß  das  Hauptvierseit  der  reziproken 
Beziehung  vollständig  reell  ist,  so  können  wir  dasselbe  als 
Koordinatentetraeder  benutzen  und  die  Korrelation  wie  folgt 
darstellen : 

(3)  Q^[  =  aitXi  Q$2=(hl^l  Q^3  =  auX4,  0^4  =  «43^ 

sowie 
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Die  beiden  Kernflächen  werden: 

(5)  Kp  =  («12  +  %i)  .a?!  ^2  -\-  (%4  +  «43)  -^3  ^4  =  0 

(6)  Ke  =  «34  «43  («12  +  «21)  ^1  ^2  +  «12  «21  («34  +  «is)  ^3  ^4  =  ^ 

Sie  durchdringen  sich  in  dem  Hauptvierseit 
A-^  A^  A^A^.  ) 

Die  involutorischen  Korrelationen. 

179.  Ist  in  den  Gleichungen  (10)  bis  (13)  der  reziproken 
Verwandtschaft  (Seite  253) 

und  folglich  auch 

aa  =  ciki 

so  stimmt  die  transponierte  Substitution  mit  der  ursprüng- 
lichen überein,  und  es  leuchtet  unmittelbar  ein,  daß  das 
in  volutorisch  e  Entsprechen  je  zweier  zugeordneter  Elemente 
durchweg  eintritt.  Einem  Punkte  z,  B.,  dessen  Koordinaten 
man  mit  Xi  bezw.  mit  a:;/ bezeichnet,  wird  immer  die  gleiche 
Ebene   zugewiesen.     Die   beiden    Flächen   Fp  und  Fe   ver- 


*)  Von  den  zablreiclien  Untersuchungen  über  die  Kollineation 
und  Korrelation  und  über  damit  zusammenhängende  Probleme  seien 
folgende  Arbeiten  von  R.  Sturm  in  den  Math.  Annalen  erwähnt: 
„Das  Problem  der  Projektivität  und  seine  Anwendung  auf  die  Flachen 
zweiten  Grades."  Band  1.  1869.  Seite  533—574.  —  „Das  Problem 
der  räumlichen  Projektivität."  Band  6.  1873.  Seite  513—550.  — 
„Vereinfachung  des  Problems  der  räumlichen  Projektivität."  Band  15. 
1879.  Seite  407 — 423.  —  „Über  die  reziproke  und  mit  ihr  zusammen- 
hängende Verwandtschaften."  Band  19.  1882.  Seite  461—486.  — 
„Über  Kollineation  und  Korrelation."  Band  22.  1883.  Seite  569— 588. — 
„Zur  Theorie  der  Kollineation  und  Korrelation."  Band  28.  1886. 
Seite  277—283.  —  „Über  gleiche  Punktreihen,  Ebenenbüschel,  Strahlen- 
büschel bei  kollinearen  Räumen."  Band  28.  1886.  Seite  268—276. 
Ferner  seien  noch  folgende,  in  der  gleichen  Zeitschrift  enthaltene 
Arbeiten  erwähnt:  M.  Pasch:  „Zur  Theorie  der  Kollineation  und  Rezi- 
prozität." Band  23.  1884.  Seite  419—436.  „Über  Viereck,  Vierseit 
und  projektive  Verwandtschaft  in  der  Ebene."  Band  26.  1886. 
Seite  211 — 218.  P.  Muth:  „Die  geometrische  Deutung  von  Invari- 
anten räumlicher  Kollineationen  und  Reziprozitäten."  Band  33.  1889. 
Seite  493 — 510.  »Über  Kovarianten  ebener  Kollineationen."  Band  40. 
1892.  Seite  89—98.  „Zur  geometrischen  Deutung  der  Invarianten 
ebener  Kollineationen."     Band  55.     1902.     Seite  594—596. 
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einigen  sich  in  eine  einzige  Fläche  (p,  und  die  Korrelation 
geht  über  in  die  polare  Beziehung  bezüglich  dieser  Fläche: 
jedem  Punkte  entspricht  also  seine  Polarebene  hinsichtlich  cp . 
Dieses  räumliche  Polarsystem  existiert  auch  in  dem  Falle, 
daß  die  Ordnungsfläche  cp  ganz  imaginär  ist.  Man  definiert 
umgekehi-t  durch  ein  solches  Polarsystem  eine  imaginäre 
Fläche  zweiter  Ordnung. 

Aber  es  gibt  noch  eine  zweite  Möglichkeit,  eine  durch- 
aus involutorische,  reziproke  Beziehung  im  Räume  herzustellen. 
Setzen  wh'  näraKch  in  den  Gleichungen  (10) 

ein  =  0     und     «<*=•  —  aici 

so  verschwinden  die  Gleichungen  Fp  und  F,  identisch  und 
jedes  Element  Hegt  in  dem  ihm  entsprechenden.  Die 
Gleichungen  für  diese  Korrelation  werden  dann  aber: 

Q^(==  -r   «12  3^2  +  «13  ^3  +  «14  -^"4 

Q^i=  —  «12^1  +  «23^3  +  «24^4 

(7) 

ßs3  ^           «13-^1           «23 •''2  ~r  «34^4 

Q^^  =  «14^1  Öf24*'^2  «34-''3 

Aus  ihnen  ergeben  sich  unmittelbar  die  folgenden: 
vh=  —  «12^/  —  «18%'  —  o-nxl 

.QN  V^2  =  ttizXi'  —  023%'  —  ChiXt 

f  Is  =  «13%'  +  023%'  «34  %' 

Vii  =  «14%'  +  «24%'  +  «84%' 

Es  haben  sich  also  die  Gleichungen  (7)  reproduziert,  woraus 
der  involutorische  Charakter  der  Venvandtschaft  ohne  weiteres 
hervorgeht.     Femer  ist: 


J  = 


0 

«12 

«13 

«12 

0 

«23 

—  «13 

—  «23 

0 

—  «14 

—  «24 

—  «34 

a 


14 


«2 


a. 


*   =<rtl2«34  — «13«24+«23«14)^ 


■34 


0 


Die  Determinante  der  Substitution  verschwindet  also 
nicht,  wie  überhaupt  jede  derartige  Determinante  geraden 
Grades.     Dagegen   hat  jede  Determinante    dieser  Art   von 
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ungeradem  Grade  den  Wert  0,  so  daß  sich  ein  Analogon 
zu  dieser  Verwandtschaft  im  ternären  Gebiet,  d.  h.  im  Punkt- 
feld oder  im  Bündel,  nicht  angeben  läßt.  Die  durch  die 
obigen  Gleichungen  gegebene  involutorische  Korrelation, 
welche  neben  der  räumlichen  Polarreziprocität  die  emzig 
mögliche,  involutorisch- reziproke  Beziehung  vorstellt,  wird 
als  das  „Nullsystem"  bezeichnet.  Jedem  Punkte  entspricht 
eine  durch  ihn  gehende  Ebene,  jeder  Ebene  ein  in  ihr 
liegender  Punkt.  Beschreibt  der  Punkt  eine  Gerade,  so 
dreht  sich  die  zugehörige  Ebene  mn  die  entsprechende 
Gerade.  Es  gibt  oo^  Gerade,  die  sich  selbst  entsprechen: 
sie  bilden  einen  linearen  Komplex.  In  betreff  weiterer 
Eigenschaften  des  Nullsystems,  das  in  der  Mechanik  bei 
der  Zusammensetzung  von  Kräften  im  Kaume  Verwendung 
findet,  vergleiche  man  Fiedler:  „Die  darstellende  Geometrie". 
III.  Teil,  Leipzig  1888,  Seite  611  ff.,  und  Sturm:  „Die 
Gebilde  ersten  und  zweiten  Grades  der  Liniengeometrie", 
Leipzig  1892,  Seite  62  ff. 


§  28.    Die  involutorisclieii  Kollineationen. 
Die   unmittelbar  anzugebenden  Fälle. 

180.  Um  die  Betrachtungen  über  die  Kollineation  zum 
Abschluß  zu  bringen,  haben  wir  noch  folgende  Fragen  zu 
erledigen: 

Kann  eine  Kollineation  einzelne  oder  unend- 
lich viele  involutorische  Elementenpaare  enthalten? 
Kann  sie  durchweg,  d.  h.  in  allen  Elementen,  den 
involutorischen  Charakter  zeigen? 

Wir  wollen  die  zweite  Frage  zuerst  beantworten.  Eine 
involutorische  Kollineation  muß  sicher  als  spezieller  Fall 
unter  den  in  165.  erwähnten  kollinearen  Beziehungen  |ent- 
halten  sein.  Man  erkennt  aber  dann,  daß  fiir  j  =  —  1 
die  gescharte  Kollineation  und  die  Centralkollineation  in 
involutorische  Beziehungen  übergehen. 

Bei  der  ersteren  haben  wir  zwei  Achsen,  a  und  &,  die 
auch  imaginär  sein  können.  Jedem  Punkte  ordnen  wir  auf 
der  durch  P  gehenden  Sekante  den  vierten  harmonischen 
bezüglich    der  beiden  Schnittpunkte  mit  a  und  b  zu.     Die 
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dadurch  entstehenden  Systeme  heißen  „geschart  in- 
volutorisch". 

Nimmt  man  speziell  die  eine  Achse  h  unendlich  fem  in 
einer  auf  a  senkrechten  Ebene,  so  liegen  je  zwei  ent- 
sprechende Punkte  symmetrisch  zur  Achse  a;  die  Systeme 
sind  „axial  symmetrisch". 

Die  Centralkollineation  ferner  enthält  für  j  =  —  1 
lauter  Punkt-  und  Ebenenpaare,  welche  das  Centrum  S  und 
die  Kollineationsebene  o  harmonisch  trennen.  Der  unend- 
lich fernen  Ebene  entspricht  diejenige  Ebene,  welche  in  der 
Mitte  zwischen  S  und  o  parallel  zu  o  verläuft.  („Harmo- 
nische Centralkollineation",  centrische  Involution,  Homologie). 

Diese  beiden  Fälle  stellen  nun,  wie  im  folgenden  zu 
beweisen  sein  wird,  überhaupt  die  einzigen  Möglichkeiten 
vor,  den  Eaum  kollinear  und  gleichzeitig  involutorisch  auf 
sich  selbst  zu  beziehen. 

Teilweise-involutorische  Systeme. 

181.  Enthält  eine  Kollineation  ein  involutorisches  Punkt- 
paar, also  einen  Punkt,  dem  als  P  und  Q'  genommen  der 
andere  als  P'  und  Q  entspricht,  so  geht  die  Verbindungs- 
linie PQ  in  P'  Q,  d.  h.  in  sich  selbst,  über  und  muß  ferner 
nach  59.  überhaupt  involutorisch  in  sich  transformiert  werden. 
Untersuchen  wir  also  jetzt  die  früheren  vier  Fälle  der  Kol- 
lineation (165.)  daraufhin,  ob  sie  eine  involutorische  Gerade 
enthalten  können. 

Die  Kollineation  mit  einem  Haupttetraeder  besitzt  in 
dessen  Kanten  sechs  Gerade,  die  in  sich  selbst  transformiert 
werden.  Wir  können  nun  die  Bestimmung  der  Kollineation 
so  einrichten,  daß  eine  dieser  Kanten  eine  involutorische 
Gerade  wird.  Wählen  wir  nämlich  das  Punktpaar  P,  P',  das 
im  Verein  mit  dem  Haupttetraeder  zur  Festlegung  der  kol- 
linearen Beziehimg  benutzt  wird,  so  daß  es  die  Ebenen 
BGA  imd  BCD  harmonisch  trennt,  und  treffen  die 
Ebenen  BCP  und  BCF  die  Kante  AD  \n  den  Punkten  Q 
und  Q' ,  so  ist: 

{ABQQ')==-\ 

und  wir  erhalten  (59.)  auf  der  Kante  AD  eine  Involution. 
Natürlich  wird  auch  der  Ebenenbüschel  mit  der  Achse  BC 
involutorisch    in    sich    übergeführt.      Damit    hat    sich    eine 
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Kollineation  ergeben,  die,  ohne  überhaupt  involutorisch  zu 
sein,  zwei  involutorische  Grundgebilde  erster  Stufe   enthält. 

Wir  können  auch  noch  erreichen,  daß  die  Gegenkante  BC 
ebenfalls  sich  involutorisch  entspreche.  Denn  man  zeigt 
leicht,  daß  man  ein  Punktpaar  P,  P'  noch  auf  sehr  ver- 
schiedene Weise  so  annehmen  kann,  daß  es  aus  ÄD  auf  BC 
projiziert  mit  B  und  C  zwei  harmonische  Pimkte  und 
ebenso  aus  BC  auf  AB  projiziert  mit  A  und  B  harmo- 
nische Punkte  liefert.  Die  dadurch  gegebene  Kollineation 
enthält  also  zwei  involutorische  Punktreihen  und  zwei  in- 
volutorische Ebenenbüschel  auf  den  Gegenkanten  J^ 2)  und  J5C, 
ohne  jedoch  im  ganzen  involutorisch  zu  sein.  Dagegen 
wird  mit  dem  Auftreten  einer  dritten  involutorischen  Geraden 
die  ganze  Beziehung  involutorisch.  Denn  wählen  wir  P,  P' 
so,  daß  auch  die  Ebenen  0 DP  und  C B P'  durch  CBA 
und  CBB  harmonisch  getrennt  werden,  so  sind  in  gleicher 
Weise  der  Ebenenbüschel  CB  und  die  Punktreihe -4  P  involu- 
torisch. Irgend  einem  PunlUe,  der  als  Schnittpunkt  der 
Ebenen  nach  AB,  BC  und  CB  genommen  wird,  entspricht 
dann  involutorisch  der  Schnittpunkt  der  drei  entsprechen- 
den Ebenen  dieser  Ebenenbüschel. 

Es  ist  aber  leicht  zu  beweisen,  daß  wir  damit  zu  den 
involutorisch-gescharten  Systemen  gelangen.  Denn  betrachten 
wir  die  Ebene  ABC,  so  bildet  sich  in  ilir  eine  ebene  Kol- 
lineation aus  imd  P  und  P'  liefern  aus  B  projiziert  ent- 
sprechende Punkte  derselben.  Die  Strahlenbüschel  A  und  C 
sind  aber  beide  involutorisch,  folglich  muß  nach  107.  (S.  180) 
die  kollineare  Beziehung  in  der  Ebene  ABC  überhaupt 
involutorisch,  d.  h.  eine  CentralkoUineation  mit  B  als  Centrum 
sein.  Daraus  folgt,  daß  die  Verbindungslinie  PP'  der 
Geraden  BB  begegnet.  Betrachtet  man  aber  weiter  die 
Ebene  ABB,  so  erhält  man  auch  in  ihr  eine  harmonische 
CentralkoUineation  mit  A  als  Centrum,  und  dieses  hat  zur 
Folge,  daß  die  Verbindungslinie  PP^  auch  die  Kante  A  C 
trifft.  Also  sind  BB  und  AC  die  Achsen  dieser  geschart- 
involutorischen  Beziehung. 

182.  Endlich  ist  noch  der  Fall  zu  erledigen,  daß  zwei 
sich  schneidende  Kanten  des  Haupttetraeders  sich  involutorisch 
entsprechen,  z.B.  die  Kanten  BA  und  BB.  Dann  muß 
wieder  mit  Rücksicht  auf  107.  offenbar  die  ganze  Ebene 
BAB  involutorisch  in  sich  übergeführt  werden,  wobei  AB 
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die  Achse,  D  das  Centrum  wird.  Um  eine  solche  räum- 
liche Kollineation  herzustellen,  haben  wii*  nur  nötig,  das 
Pimktpaar  P,  P'  so  zu  wählen,  daß  es  aus  C  in  die  Ebene 
DAB  projiziert  zwei  Pimkte  Q  und  Q'  liefert,  deren  Ver- 
bindungslinie durch  D  geht  und  welche  D  und  AB  über- 
dies harmonisch  trennen.  Die  VerbindungsKnie  PP'  und 
entsprechender  Punkte  überhaupt  trüFt  demzufolge  die 
Kante  CD,  und  da  AB  sich  Punkt  für  Punkt  selbst  ent- 
spricht, so  stellt  diese  teilweise  -  in volutorische  Beziehung, 
welche  eine  involutorische  Ebene  und  einen  involutorischen 
Bündel  enthält,  einen  speziellen  Fall  der  axialen  Kol- 
lineation vor  (S.  276). 

Kann  nun  eine  Kollineation  noch  eine  zweite  involu- 
torische Ebene  enthalten,  ohne  überhaupt  involutorisch  zu 
sein?  Es  sei  außer  der  Ebene  DAB  auch  noch  die  Ebene 
CAB  involutorisch  auf  sich  bezogen,  und  zwar  sei  C  für 
die  zweite  Kollineation  das  Centrum,  während  ihre  Achse 
natürlich  AB  ist.  Um  eine  räumliche  Kollineation  dieser 
Art  herzustelleu,  muß  ein  Punktpaar  P,  P'  so  angenommen 
werden,  daß  es  einerseits  aus  C  auf  die  Ebene  ABD  pro- 
jiziert zwei  Punkte  Q,  Q'  von  der  oben  erwähnten  Eigenschaft 
liefert,  andererseits  müssen  die  Projektionen  P,  P'  von  P,  P' 
aus  D  auf  die  Ebene  ABC  auf  einer  Geraden  diu-ch  C 
liegen  und  C  und  AB  harmonisch  trennen.  Die  Eigen- 
schaften des  vollständigen  Vierecks  führen  dann  aber  leicht 
zu  der  weiteren  Folgenmg,  daß  jede  Verbindungslinie  PP' 
nicht  bloß  CD,  sondern  auch  AB  trifft  und  daß  P,  P' 
harmonisch  liegen  zu  den  beiden  Schnittpunkten.  Damit 
wird  aber  die  Kollineation  eine  geschart-involutorische. 

Setzen  wir  endlich  voraus,  wir  hätten  zwei  involutorische 
Ebenen  DAB  und  DBA,  aber  es  sei  D  das  KoUineations- 
centnmi,  für  jede  der  beiden  Ebenen,  so  werden  AB  und 
BC  sich  Punkt  für  Punkt  selbst  entsprechen,  und  man 
erhält  die  harmonische  CentralkoUineation  mit  D  als  Centrum 
und  AB  als  Kollineationsebene. 

Es  ergaben  sich  mithin  drei  Typen  von  teilweise- 
involutorischen  Kollineationen,  als  durchweg-involutorische 
aber  bleiben  bloß  die  geschart-involutorische  und  die  harmo- 
nische CentralkoUineation  bestehen. 
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X.  Kapitel. 

Die  linearen  Transformationen  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  in  sich. 

§  29.    Die  projektiven  Beziehungen  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  in  sich. 

Kollineare  Beziehung  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 

in  sich. 

183.  Zwei  Räume  2^  und  2"  seien  kollinear  auf  einander 
bezogen.  Wird  dann  in  2  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  F^ 
angenommen,  welche  dem  allgemeinen  Fall  entsprechend 
zwei  Scharen  von  geraden  Linien  enthalten  möge,  so  ent- 
spricht ihr  in  2'  wieder  eine  geradHnige  Fläche  zweiter 
Ordnung  F^'.  Wir  wollen  die  Geraden  der  einen  Schar 
auf  F^  durch  g,  die  der  anderen  Schar  durch  h,  jede  Schar 
als  Ganzes  durch  [g]  bezw.  [h]  bezeichnen.  Da  die  Kol- 
lineation  Gerade  wieder  in  Gerade  überführt,  so  wird  sie 
die  beiden  Geraden  scharen  [g]  und  [h]  auf  F^  in  die  Geraden- 
scharen [g^]  mid  [7i']  auf  F^'  transformieren  und  es  werden 
[^f]  und  [g']  einerseits,  sowie  [h]  und  [h']  andererseits  pro- 
jektiv auf  einander  bezogen.  Irgend  einen  Punkt  P  von  F^ 
fassen  wir  auf  als  Schnitt  der  zwei  durch  ihn  hindurch 
gehenden  Erzeugenden  g  und  h;  die  entsprechenden  Er- 
zeugenden g'  und  h'  liefern  in  ihrem  Schnitte  den  ent- 
sprechenden Punkt  P'  auf  i^2'_  Denken  wir  uns  F^  und  F^^' 
gegeben,  so  können  wir  jetzt  unabhängig  von  der  räumlichen 
KolKneation  die  kollineare  Beziehung  der  beiden  Flächen 
durch  die  projektive  Zuordnung  der  Eegelscharen  vermitteln. 

Um  dies  auch  rechnerisch  zu  verfolgen,  hätten  wir  die 
Erzeugenden  von  \g]  und  [h]  je  durch  einen  Parameter  X 
bezw.  fi  festzulegen,  während  durch  X'  und  ju^  die  Er- 
zeugenden von  [g']  und  [h']  gegeben  sein  mögen.  Dann 
werden  zwei  bilineare  Gleichungen 

_  aX  +  b  ..,_a^  +  ß 

die   projektive  Beziehung  der  Regelscharen  zum  Ausdruck 
bringen. 
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Ganz  in  der  gleichen  Weise  gelingt  es  auch,  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung  auf  sich  selbst  zu  beziehen,  doch  müssen 
wir  dabei  die  folgenden  beiden  Möglichkeiten  unterscheiden:*) 

a)  Jede  der  beiden  Regel  scharen  wird  je  durch 
.  eine  der  Gleichungen  (1)  projektiv  auf  sich  bezogen. 

b)  Die  eine  Kegelschar  wird  in  doppelter  Weise 
auf  die  andere  bezogen  durch  die  Gleichungen: 

b  ..      afx  +  ß 


(2) 


«/, 


/« 


ck  +  d 


X' 


7/z  +  d 


Fig.  89. 

Die  beiden  dadurch  zu  gewinnenden  kollinearen  Be- 
ziehungen einer  F-  in  sich  zeigen  wesentliche  Unterschiede 
und  sollen  getrennt  behandelt  werden. 

184.  Im  ersten  Falle  werden  sich  in  jeder  der  beiden 
Regelscharen  zwei  Doppelstrahlen  finden,  g^,  Qn  in  der  einen 
und  h„,  hn  in  der  anderen  (Fig.  89).  Die  Schnittpunkte 
igm^m),  (ßnhm),  ignK),  i^mK)  siud  die  einzigen  Doppel- 
oder  Koinzidenz-Punkte.     Treten    an  Stelle   der    reellen 


*)  FeUx  Klein:  „Math.  Annalen".  Band 4.  1871.  Seite 412  und  622. 
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Doppelstrahlen  in  einer  der  Projektivitäten  imaginäre,  so 
werden  die  Doppelpunkte  natüi*lich  sämtlich  imaginär. 

Zu  einem  anderen  Typus  führt  folgender  spezielle  Fall. 
In  der  einen  ßegelschar,  etwa  [g],  möge  jede  Erzeugende 
mit  der  ihr  entsprechenden  sich  decken,  was  durch  die 
Gleichung 

(3)  ?/=X 

zum  Ausdruck  gebracht  wird,  während  wir  die  andere  Regel- 
schar [h]  wie  oben  in  sich  transformieren.  Die  beiden 
Doppelstrahlen  Ji„i,  Ä„  dieser  letzteren  Projektivität  müssen 
sich  dann  ersichtlich  Punkt  für  Punkt  selbst  entsprechen. 
Es  treten  mithin  zwei  Achsen  mit  cx)i  Doppelpunkten  auf. 
Die  Punkte  werden  bei  dieser  Transformation  auf  den  Er- 
zeugenden g  sich  bewegen.  Ebenso  kann  man  eine  kolKneare 
Beziehung  der  F^  in  sich  angeben,  bei  der  die  Punkte  längs 
der  Erzeugenden  Ji  wandern,  während  zwei  reelle  oder  imaginäre 
Erzeugende  g  Punkt  für  Punkt  fest  bleiben. 

Die  durch  die  Gleichungen  (1)  gegebene  Transformation 
einer  Fläche  F^  in  sich,  bei  der  also  jede  Regelschar  in  sich 
übergeführt  mrd,  möge  als  eine  „Transformation  erster 
Art"  bezeichnet  werden.  Sie  kann,  ebenso  wie  die  soeben 
erwähnte  speziellere  Form,  auch  involutorisch  werden, 
wenn  an  Stelle  der  zwei  Projektivitäten  (1)  involutorische 
Beziehungen  treten. 

185.  Wenden  wir  uns  jetzt  zu  den  kollinearen  Be- 
ziehungen, welche  aus  der  Annahme  b)  sich  ableiten  lassen:  sie 
mögen  lineare  Transformationen  zweiter  Art  heißen. 
Eme  projektive  Beziehung  der  einen  Regelschar  auf  die  andere 
kann  geometrisch  zur  Anschauung  gebracht  werden  durch 
einen  Kegelschnitt  der  F^,  der  die  Zuordnung  der  Er- 
zeugenden dadurch  vermittelt,  daß  auf  ihm  die  Sclmittpunkte 
entsprechender  Geraden  liegen.  Legt  man  nämlich  durch 
die  Schnittpunkte  dreier  Paare  von  entsprechenden  Geraden 
der  projektiven  Regelscharen  eine  Ebene,  so  wird  der  Schnitt- 
kegelschnitt mit  der  F^  durch  die  beiden  Regelscharen  pro- 
jektiv auf  sich  bezogen,  und  da  die  ausgewählten  drei  Punkte 
Doppelpunkte  sind,  so  muß  jeder  Punkt  des  Kegelschnittes 
sich  selbst  entsprechen. 

Die   kollineare  Beziehung   zweiter  Art   läßt   sich    dann 


§  29.   Die  projektiven  Beziehongen  einer  Fläche  n.  s.  f,      303 

in  folgender  Weise  klar  übersehen :  Gegeben  sind  (Fig.  90) 
zwei  Kegelschnitte  Kg  und  K,,  auf  der  F'-.  Zu  einem 
Punkte  X  von  F-  finden  wir  den  entsprechenden  wie  folgt: 
Durch  X  geht  eine  Erzeugende  g  und  eine  Erzeugende  h; 
wir  bringen  g  mit  Kg  und  h  mit  Kh  zum  Schnitt;  durch 
diese  Punkte  laufen  die  entsprechenden  g'  und  h',  welche 
sich  im  zugehörigen  Punkte  X'  begegnen.  Würde  X  als  Y' 
genommen,  so  hätte  man  g  mit  K<,  und  h  mit  Kh  zum 
Schnitt  zu  bringen;  die  durch  diese  Punkte  gehenden  Er- 
zeugenden schneiden  sich  in  Y. 


Fig.  90. 


Daraus  kann  man  die  Bedingung  ableiten  dafür,  daß 
die  Beziehung  eine  involutorische  werde:  offenbar  müssen 
sich  die  beiden  Kegelschnitte  Kg  und  Kh  in  einen  ver- 
einigen. Für  diese  involutorische  Beziehung  wird  dann  jeder 
Punkt  dieses  Kegelschnittes  ein  Doppelpunkt.  Im  all- 
gemeinen Falle  dagegen  erhalten  wir  nur  zwei  reelle  oder 
imaginäre  Doppelpunkte,  nämlich  die  Schnittpunkte  A 
und  B  von  Kg  imd  Kh.  Dies  zeigt  unmittelbar  die  obige 
Konstruktion.  Gehen  durch  A  und  B  die  Erzeugenden  ga, 
K,  gb}  hb  (Fig.  91),  so  folgt  aber  auch  noch  weiter,  daß  die 
Schnittpunkte  {gah)  und  (gbK)  oder  F  und  F  sich  in- 
volutorisch  entsprechen,  und  dies  ist  das  einzige  Punkt- 
paar, dem  diese  Eigenschaft  zukommt. 
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Die  kollineare  Beziehung  erster  Art  enthielt  im  Gegen- 
satz dazu  kein  involutorisches  Punktpaar  und  nahm  im 
ganzen  einen  involutorischen  Charakter  an^  wenn  ein 
solches  Punktpaar  auftrat. 


Fij'.  91. 


Bestimmt  ist  eine  kollineare  Beziehung  einer  F'^  in 
jedem  Falle  durch  drei  Punkte  A,  B,  C  und  ilire  ent- 
sprechenden Ä',  B',  C ,  sofern  nur  keine  zwei  dieser  Punkte 
auf  einer  Erzengenden  der  F^  liegen.  Denn  ordnet  man 
die  durch  diese  Punkte  gehenden  Erzeugenden  einander  zu, 
so  genügt  dies  zur  Bestimmung  der  projektiven  Beziehungen 
der  ßegelscharen  bezw.  der  Parameter  in  den  Gleichungen  (1) 
und  (2).     Auch  folgt  noch: 

„Es    gibt  oo^  kollineare  Transformationen  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  in  sich." 

Zwei  Transformationen  erster  Art  liefern  nach  einander 
angewandt  wieder  eine  Transformation  erster  Art;  zwei 
Transformationen  zweiter  Art  dagegen  führen  in  ihrer  Auf- 
einanderfolge zu  einer  Transformation  der  ersten  Art,  Eine 
Transformation  der  ersten  Art  und  eine  der  zweiten  Art 
bestimmen  eine  solche  der  zweiten  Art.  Demnach  haben 
bloß  die  Transformationen  der  ersten  Art  die  Eigenschaft, 
eine  „Gruppe"  zu  bilden. 
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Die  reziproke  Beziehung  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  in  sich. 

186.  In  gleicher  Weise  ordnet  eine  räumliche  Kor- 
relation zwischen  zwei  Systemen  ^  und  2!'  einer  Fläche  2^- 
wieder  eine  Fläche  F'^  zu,  wobei  jetzt  jedem  Punkte  von  F- 
eine  Tangentialebene  F'-  entspricht.  Betrachten  wir  aber 
den  Berührungspunkt  der  Tangentialebene  und  ordnen  ihn 
dem  Punkte  auf  F~  zu,  so  erweist  man  von  der  dadurch 
gegebenen  punktweisen  Beziehung  der  beiden  Flächen  F~ 
und  F-'  mit  leichter  Mühe,  daß  sie  eine  kollineare  sein 
muß.  Demnach  kann  man  eine  Fläche  zweiter  Ordnung 
auch  in  doppelter  Weise  korrelativ  auf  sich  selbst  beziehen, 
nach  der  ersten  oder  nach  der  zweiten  Art:  wir  haben  nur 
an  Stelle  des  einen  Systems  von  Punkten  der  F-  die 
Tangentialebenen  in  ihnen  einzuführen.  Traten  bei  der 
kollinearen  Beziehung  erster  Art  \äer  Doppelpunkte  auf 
(Fig.  89),  so  werden  diese  Punkte  Ä,  B,  C,  D  bei  der  zu- 
gehörigen reziproken  Beziehimg  sich  dadurch  auszeichnen, 
daß  die  ihnen  entsprechenden  Tangentialebenen  F-  durch 
sie  hindurch  gehen  und  daß  das  Entsprechen  überdies  ein 
involutorisches  ist.  Bei  der  reziproken  Beziehung  zweiter 
Art  kommt  den  Punkten  A  und  B  die  gleiche  Eigenschaft 
zu  (Fig.  91);  dem  Punkte  E  femer  ist  die  Ebene  ABF, 
dem  Punkte  F  die  Ebene  ABF  und  zwar  jedesmal  in- 
volutorisch  zugeordnet.  Der  Verbindungsgeraden  FF 
endlich  entspricht  involutorisch  die  Verbindungslinie  AB. 

Alle  diese  Transformationen  einer   F-  in  sich  können 
wir  kurz  als  „projektive"  bezeichnen. 
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zweiter  Ordnung  als  Bestandteil  einer  projektiven 

Baumtransformation. 

Kollineationen   mit  sich  selbst  entsprechenden 
Flächen  zweiter  Ordnung. 

187.  Den  Anschluß  an  die  früheren  Betrachtungen 
gewinnen  wir  wieder,  indem  wir  uns  fragen:  Kann  eine 
räumliche  KoUineation  eine  kollinear  auf  sich  bezogene 
Fläche  zweiter  Ordnung  enthalten? 
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Es  sei  zunächst  die  allgemeine  Kollineation  (S.  274)  mit 
einem  Haupttetraeder  vorausgesetzt;  außerdem  müssen  wir 
unterscheiden,  ob  die  F^  nach  der  ersten  oder  zweiten  Art 
kollinear  auf  sich  bezogen  ist. 

Soll  eine  räumliche  Kollineation  eine  kollineare  Be- 
ziehung der  ersten  Art  auf  einer  F^  ausbilden,  so  müssen 
die  auftretenden  vier  Doppelpunkte  (Fig.  89)  sicher  auch 
Doppelpunkte  der  Kollineation  und  AB  CD  muß  das 
Haupttetraeder  derselben  sein.  Die  Fläche  F'^  enthält  das 
Vierseit  AB  CD  und  kann  folglich  in  der  Form  geschrieben 
werden : 

x[x^  +  Xx2x[  =  0 

Stellen  wir  die  Kollineation  durch  die  Gleichungen  (9)  von 
148.  dar,  so  geht  diese  Fläche  über  in: 

Im  allgemeinen  wird  also  keine  Fläche  dieses  Büschels  in 
sich  transformiert.     Ist  aber: 

oder  was  das  Gleiche  besagt: 

(1)  Ä2=i43 

so  wird  jede  Fläche  dieses  Büschels  in  sich  übergehen.    Es 

folgt  daher: 

Die  allgemeine  Kollineation  führt  keine  Fläche 
zweiter  Ordnung  kollinear  nach  der  ersten  Art  in 
sich  über;  sind  aber  zwei  der  Invarianten  der 
Kollineation  einander  gleich  entsprechend  der  Be- 
ziehung (1),  so  gehen  sämtliche  Flächen  eines 
Büschels  in  sich  über  und  dessen  Basiskurve  ist 
ein  dem  Haupttetraeder  angehörendes  Vierseit. 

188.  Weiter  ist  nun  zu  untersuchen,  ob  eine  allgemeine 
Kollineation  eine  nach  der  zweiten  Art  kolhnear  auf  sich 
bezogene  F^  enthält  bezw.  enthalten  kann.  Die  Doppel- 
punkte A  und  B  (Fig.  91),  die  in  diesem  Falle  auf  der  F^ 
sich  ergaben,  sind  jedenfalls  auch  wieder  Doppelpunkte  der 
räumlichen  Beziehung.  Verbindet  man  aber  die  beiden  sich 
involutorisch  entsprechenden  Punkte  (vergl.  S.  303),  so  muß 
diese  Gerade  jedenfalls    involutorisch  in  sich   transformiert 
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werden.  Die  Doppelpunkte  C  und  D  dieser  Involution 
geben  mit  Ä  und  B  das  Haupttetraeder  einer  Kollineation, 
welche  die  F-  enthalten  würde,  und  man  erhält: 

(2)        •         j,,  =  AB{CDPr)  =  '^  =  -l 

weil  die  Involution  auf  jEJjPaus  CD  durch  einen  involutorischen 
Ebenenbüschel  projiziert  werden  muß.  Da  bei  einer  beKebigen 
Kollineation  diese  Bedingung  nicht  erfüllt  sein  wird,  so  fuhrt 
eine  kollineare  Beziehung  im  allgemeinen  keine  Fläche  zweiter 
Ordnung  kollinear  nach  der  zweiten  Art  in  sich  über.  Die 
Bedingung  (2)  ist  aber  auch  noch  nicht  eine  hinreichende. 
Denn  bezeichnen  wir  mit  X,  X'  zwei  einander  zugewiesene 
Punkte  der  Involution  auf  der  Geraden  EF,  die  also  auch 
in  der  räumlichen  Beziehung  einander  entsprechen,  so  werden 
auch  die  Strahlenbüschel,  welche  aus  A  und  B  die  In- 
volution auf  FF  projizieren,  involutorisch  in  sich  trans- 
formiert, d.  h.  dem  Strahl  ÄX  entspricht  in  doppelter  Weise 
der  Strahl  ÄX'.  Eine  Fläche  zweiter  Ordnung  nun,  welche 
durch  das  Vierseit  AXBX'  hindurch  geht,  wird  übergeführt 
in  eine  andere,  welche  wieder  das  gleiche  Vierseit  enthält. 
Soll  mithin  eine  Fläche  von  der  bewußten  Eigenschaft 
existieren,  so  gehört  sie  dem  System  der  Flächen  an,  daß 
man  durch  Variation  des  Punktpaares  X,  X'  erhält.  Die 
Gleichung  dieser  Flächen  muß  die  Form  haben: 

lxi^-+mxi^-\-  nxix{  =  0 

Denn  für  a^i  =  0  bezw.  x.^  =  0  soll  der  Schnitt  in  zwei  zu 
den  betreffenden  Dreiecksseiten  harmonische  Gerade  zer- 
fallen.    Diese  Fläche  geht  aber  über  in: 

la^^x^  -\-  mütixl  -\-  nana22^i^2=  0 
Führen  wir  die  Bedingung  (2)  ein,  so  kommt: 

lxl  +  mxl  +  '^'^x,x,  =  0 
Die  beiden  zugeordneten  Flächen  fallen  also  zusammen,  wenn 


(3)  ^l%2  __  -t 

^33 


20* 
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Dieser  Bedingung  läßt  sich  auch  eine  geometrische  Deutung 
abgewinnen.  Sind  P  und  P'  irgend  zwei  entsprechende 
Punkte  der  Kollineation  und  trifft  die  Verbindungslinie  der- 
selben in  A,  B,  C,  D  die  Ebenen  des  Haupttetraeders,  so 
fanden  wir  für  das  Doppelverhältnis  der  vier  Schnittpunkte 
(165.  Zusatz): 


(AB  CD)       ''--^•" 


«-u 


Setzt  man  diesen  Ausdruck  =  —  1  und  führt  die  obige 
Bedingung  (2)  ein,  so  ergibt  sich  sofort  die  letzte  Gleichung, 
Sind  also  die  zwei  Bedingungen  (2)  und  (3)  erfüllt,  so 
gehen  alle  Flächen  des  obigen  Systems  —  es  ist  ein  Netz 
oder  auch  ein  Gewebe  —  in  sich  über.    Damit  ist  gezeigt: 

Eine  Kollineation  führt  im  allgemeinen  keine 
Fläche  zweiter  Ordnung  kollinear  nach  der  zweiten 
Art  in  sich  über.     Sind  aber  die  Bedingungen 

%^  =  —  1      und      (A  B  C  D)  =  —  1 

erfüllt,  so  geht  ein  zweifach  unendliches  System  von 
Flächen  in  sich  über  in  der  Weise,  daß  jede  dieser 
Flächen  kollinear  nach  der  zweiten  Art  trans- 
formiert wird. 

189.  Wir  wenden  uns  jetzt  zur  gescharten  Kol- 
lineation. Sind  a  und  1)  deren  Achsen  und  ist  g  eine  zu 
ihnen  windschiefe  Gerade,  so  entspricht  ihr  eine  Gerade  g\ 
welche  a  und  h  ebenfalls  nicht  trifft.  Dann  liegen  a,  h,  g,  g' 
auf  einem  Hyperboloid.  Denn  es  gibt  unendlich  viele 
Gerade,  nämlich  alle  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
von  g  und  g',  welche  diese  vier  Gerade  treffen.  Dieses 
Hyperboloid  wird  durch  die  Kollineation  in  sich  selbst 
übergeführt  und  es  wird  auf  ihm  eine  Transformation  erster 
Art  ausgebildet  und  zwar  von  der  speziellen  Natur,  bei  der 
zwei  Erzeugende  Punkt  für  Punkt  fest  bleiben  (vergl.  184.). 
Umgekehrt  kann  eine  auf  diese  Art  kollinear  auf  sich  be- 
zogene Fläche  F^  sich  nur  in  einer  gescharten  Kollineation 
finden. 

Wird  die  gescharte  Kollineation  eine  involutorische,  so 
fahrt  sie  die  Fläche  F^  involutorisch  nach  der  ersten  Art 
in  sich  über.     Es  folgt  also: 
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Eine  geschart«  Kollineation  transformiert  oc^ 
Flächen  zweiter  Ordnung  in  sich  und  zwar  auf 
die  spezielle  erste  Art,  nämlich  alle  diejenigen 
Flächen,  welche  durch  die  Achsen  der  Kollineation 
hindurch  gehen.  Eine  gegebene  Fläche  F-  kann 
durch  cx)3  gescharte  Kollineationen  in  sich  trans- 
formiert werden. 

Das  letztere  folgt  daraus,  daß  wir  auf  einer  Fläche  F^ 
zwei  Erzeugende  als  Achsen  der  Kollineation  und  außerdem 
die  Invariante  derselben  beliebig  annehmen  können. 

Eine  kollinear  nach  der  zweiten  Art  auf  sich  bezogene 
F-  kann  in  einer  gescharten  Kollineation  nicht  auftreten. 
Denn  die  F^  enthält  dann  ein  involutorisches  Punktpaar, 
das  die  ganze  Kollineation  zu  einer  involutorischen  machen 
würde:  es  müßte  dann  aber  auch  die  Fläche  involutorisch 
nach  der  zweiten  Art  auf  sich  bezogen  werden,  so  daß  also 
ein  Punkt  fiir  Punkt  fester  Kegelschnitt  auftreten  würde, 
was  nicht  möglich  ist. 

Die  involutorisch-gescharte  Kollineation  kann  allerdings 
noch  auf  eine  zweite  Art  eine  Fläche  F^  in  sich  trans- 
formieren. Nach  einem  bekannten  Satze  trennen  nämlich 
zwei  reziproke  Polare  a,  b  einer  Fläche  F-  diese  harmonisch, 
d.  h.  wenn  man  irgend  eine  Gerade  auswählt,  welche  a  und  b 
trifft,  so  liegen  diese  Punkte  zu  den  Schnittpunkten  mit 
der  F^  harmonisch.  In  der  geschart  -  involutorischen  Kol- 
lineation, welche  a  und  b  als  Achsen  enthält,  entspricht 
dann  die  F-  involutorisch  nach  der  ersten  Art  sich  selbst. 
Man  erkennt  unmittelbar: 

Eine  geschart  -  involutorische  Kollineation  fuhrt 
oo^  Fläche  zweiter  Ordnung  involutorisch  nach  der 
ersten  Art  in  sich  über,  so  daß  die  Achsen  der 
Kollineation  reziproke  Polaren  für  die  Fläche  sind. 
Eine  gegebene  Fläche  wird  durch  oo^  gescharte 
Involutionen  auf  diese  Weise  in  sich  transformiert. 

190.  Soll  endlich  eine  Centralkollineation,  die  durch 
die  Gleichungen  (2)  von  168.  gegeben  ist,  eine  JP-  in  sich 
überführen,  so  sei  die  Gleichung  der  F^  in  der  Form 
angenommen : 
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wobei  /i  und  f.,  homogene  Funktionen  vom  ersten  bezw. 
zweiten  Grade  in  den  x(y  x^,  x^.     Es  soll  dann  sein: 

xC + xif( + n =x\  +  x,n + u 

oder: 

/  x\  +jxj[  +f^=xl  +  xj^  +  f^_ 

Diese  Identität  wird  bloß  erfüllt,  wenn 

p  =  1     und    i  =  1 

was  zu  keiner  eigentlichen,  sondern  lediglich  zu  einer 
identischen  Transformation  führt.  Wird  also  eine  F-  durch 
eine  wirkliche  Centralkollineation  in  sich  übergeführt,  so 
muß  die  Gleichung  der  F'^  von  der  Form  sein: 

x?+n=^ 

und  nun  erhalten  wir  lediglich  p  =  1  als  Bedingung,  woraus 
folgt: 

oder: 

Soll  eine  Centralkollineation  eine  Fläche  zweiter 

Ordnung    in    sich    überführen,    so    muß    sie    eine 

harmonische  sein  und  Centrum  und  Kollineations- 

ebene    sind   für  die  F^  Pol  und  Polarebene.     Jede 

involutorische   Centralkollineation    transformiert  oo^ 

Flächen  F'^  in    sich  und  jede  F'^   wird    durch  00*^ 

solcher  Centralkollineationen  involutorisch   nach 

der  zweiten  Art  in  sich  übergeführt. 

Denn  daß  die  Fläche  F^  involutorisch  nach  der  zweiten 

Art  auf  sich  bezogen  wird,  folgt  daraus,  daß  jede  durch  das 

Centrum  der  KoUineation   und  eine  Erzeugende  der  Fläche 

gelegte  Ebene   die  F'^  noch   in  einer  zweiten  Erzeugenden 

schneidet. 

Es  ist  auch  leicht  zu  beweisen,  daß  jede  involutorische 
Beziehung  einer  F^  der  zweiten  Art  durch  eine  solche 
Centralprojektion  erzeugt  wird. 

Diese  Projektion  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  in  sich 
hat  Felix  Klein  als  „Spiegelung"  bezeichnet,  welcher  Aus- 
druck seine  Berechtigung  in  den  Betrachtungen  der  so- 
genannten Nicht -Euklidischen  Geometrie  findet.  Es  ent- 
spricht nämlich  diese  Transformation  der  F^  in  sich  für  eine 
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auf  die  F-  zu  gründende  Cayley^sche  Maßbestimmung  der 
gewöhnlichen  Spiegelung  der  Euklidischen  Geometrie. 


Sich  selbst  entsprechende  Flächen  zweiter  Ordnung 

einer  Korrelation. 

t 

191.  Um  die  analogen  Betrachtungen  für  die  korrelative 
Beziehung  durchzuführen,  sei  eine  solche  reziproke  räumliche 
Beziehung  gegeben  durch  die  Gleichungen  (3)  von  178. 
so  daß  A^A^Ä-^A^  oder  ADBC  das  Vierseit,  durch 
welches  die  beiden  Kemflächen  hindiu'ch  gehen.  Soll  eine 
korrelativ  nach  der  ersten  Art  auf  sich  bezogene  Fläche 
zweiter  Ordnung  in  der  räumlichen  Korrelation  enthalten 
sein,  so  muß  sie  notwendigerweise  dieses  Vierseit  enthalten; 
ihre  Gleichung  wii"d  also  von  der  Form  sein: 

(4)  x^x.^  +  Xx^x^  =  0 
Dieser  Fläche  entspricht  dann  die  andere: 

(5)  Oua^tHH  +  ^«12021 HH  =  0 

Die    Gleichung    der    ersten    Fläche    in    Ebenenkoordinaten 
aber  wird: 

Soll  diese  Fläche  mit  der  zweiten  durch  (5)  gegebenen  zu- 
sammenfallen, so  hat  /  der  Bedingung  zu  genügen: 

«12  «21 

Wir  erhalten  also  im  Gegensatz  zur  Kollineation 
folgenden  Satz: 

„Eine  allgemeine  Korrelation  enthält  zwei  reelle 
oder  imaginäre,  nach  der  ersten  Art  reziprok  auf 
sich  selbst  bezogene  Flächen  zweiter  Ordnung, 
welche  dem  Büschel  der  beiden  Kemflächen  an- 
gehören." 

192.  Eine  reziprok  nach  der  zweiten  Art  auf  sich  be- 
zogene F-  dagegen  findet  sich  nicht  in  einer  allgemeinen 
Korrelation,  wie  wir  jetzt  dartun  wollen. 
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Denn  angenommen  dies  wäre  der  Fall,  so  werden  sich 
auf  der  F-  die  Punkte  E  und  F  (Fig.  91)  befinden.  Nennen 
wir  zu  einem  Punkte  des  Raumes  alle  die  Punkte  „konjugiert", 
welche  der  dem  Punkte  in  der  Korrelation  entsprechenden 
Ebene  angehören,  so  wird  auf  jeder  Geraden  eine  Projektivität 
entstehen,  gebildet  von  den  konjugieirten  Punkten  auf  dieser 
Geraden.  Für  die  Verbindungslinie  FF  aber  geht  diese 
Projektivität  in  eine  Involution  über,  weil  E  und  F  sich  in 
doppelter  Weise  als  konjugierte  Punkte  entsprechen.  Die 
Doppelpunkte  dieser  Involution  auf  FF  endlich  sind  die 
beiden  letzten  Ecken  C  und  D  des  Haupttetraeders  AB  CD 
der  Korrelation.  Soll  demnach  eine  nach  der  zweiten  Art 
sich  entsprechende  F^  in  einer  Korrelation  auftreten,  so  muß 
jedenfalls  die  eine  Diagonale  CD  des  Vierseits  der  Korre- 
lation eine  Involution  konjugierter  Punktpaare  tragen. 
Die  analytische  Bedingung  dafür  ergibt  sich  ohne  weiteres: 
ist  die  Korrelation  wieder  durch  die  Gleichungen  (3)  von 
178.  (Seite  293)  gegeben,  so  besteht  zwischen  konjugierten 
Punkten  ^,  und  X,  die  Relation: 

%2  -^2  -^1  ~^  %1  ^1  -^2  ~i~  %4  -^4  -^3  "1~  ^43  -^3  -^4  ^^  ^ 

Für  die  Kante  CD  ist  X^  =  0,  Xg  =  0,  so  daß  die  Beziehung 
übergeht  in 

%4  "^4  -^3  ~r  '^43  "^3  -^4  ^^  '-' 

welche  involutorisch  wird  für 

(6)  «34  =  «43 

Eine  der  früheren  Betrachtung  (Seite  307)  ganz  analoge 
läßt  dann  aber  erkennen,  daß  eine  F'^  von  der  erwähnten 
Eigenschaft  in  der  Form  erscheinen  muß: 

(7)  x\-\-  mx\-\-  2nx^X2  =  0 
Die  entsprechende  Fläche  wird 

Die  durch  (7)  gegebene  Fläche  schreiben  wir  in  Ebenen- 
koordinaten 

(9)  nm^l  +  n^\-\-2m^^^,  =  Q 
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Wird  jetzt  die  Bedingung  (6)  eingeführt,  so  liefert  die  Ver- 
gleichung  von  (8)  mit  (9)  die  Beziehung 

im  a, ,  a.,1 
n  = 

«31 

Das  System  (7)  der  Flächen  kann  also  geschrieben  werden 
oder  mit  Benutzmig  eines  rationalen  Parameters 


«34  (^3  +  A*  ^4)  +  2  A  .  yai2  «21  iCi  a^g  =  0 

„Enthält  also  eine  Korrelation  auf  einer  Diagonale 
ihres  Hauptvierseits  eine  Involution  konjugierter 
Punkte,  so  führt  sie  cx>i  Flächen  zweiter  Ordnung 
(ein  quadratisches  System)  reziprok  nach  der  zweiten 
Art  in  sich  über." 

Zum  Abschluß  dieser  Betrachtungen  über  die  projektive 
Beziehung  einer  F-  auf  sich  selbst,  muß  noch  bemerkt  werden, 
daß  die  reelle  Existenz  der  Geraden  auf  der  F-,  wie  wir 
sie  voraussetzten,  keine  wesentliche  Bedingung  ausmacht 
für  die  Gültigkeit  dieser  Sätze.  Dieselben  bleiben  auch  für 
nichtgeradlinige  Flächen  richtig  und  die  Ausfuhrung  von 
Konstruktionen  wird  erleichtert,  wenn  man  die  von  Voß  und 
Zeuthen  (siehe  imten)  gegebenen  Theoreme  benutzt,  wonach 
jede  solche  Beziehung  einer  F-,  durch  eine  gewisse  Anzahl 
von  Centralprojektionen  —  es  sind  im  höchsten  Falle  vier  — 
vermittelt  werden  kann. 
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193.  Das  Problem  der  linearen  Transformation  einer 
F^  in  sich  zeigt  noch  eine  rein  analytische  Seite.  Nehmen 
wir  an,  die  Fläche  F^  sei  in  bezug  auf  ein  Polartetraeder 
in  der  Form  gegeben: 

Alle  Glieder  sind  also  positiv,  so  daß  wir  es  allerdings  mit 
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einer  imaginären  Fläche  zu  tuen  haben.  Es  möge  nun  die 
lineare  Substitution 

(1)  Qx;=:ZaikOCk     {i=  1,2,3,  4:) 

k  =  l 

die  Fläche  F^  in  sich  selbst  transformieren.  Die  neue 
Gleichungsform  muß  folglich  sein: 

xi -]-  xl  +  xl -{- xl  =  0 

Es  hat  also  die  lineare  Transformation  (1)  unter  dieser  Vor- 
aussetzung die  „Form"  Xi^ -{- xp  +  Xs^ -{- xi^  bis  auf  einen 
etwaigen  Zahlenfaktor  in  die  Form  xl  -\-  xl  -\-  xl -\-  xl  über- 
geführt. 

Allgemein  heißt  eine  lineare  Substitution  von  n  Variabein 
von  der  Form  (1),  welche  die  Eigenschaft  hat^  daß  sie  die 
Summe  der  Quadrate  der  Variabein  bis  auf  einen  Zahlen- 
faktor m  wieder  in  die  Summe  der  Quadrate  der  neuen 
Variabein  überführt,  so  daß  also 

(2)  2'<2  _  ^2*4     {i==l,2,...n) 

(wo  m  im  einfachsten  Falle  ==1),  eine  orthogonale  Sub- 
stitution. 

Es  leuchtet  ein,  daß  die  Koeffizienten  a,x.  dann  einer 
Reihe  von  Bedingungsgleichungen  genügen  müssen,  die  man 
erhält,  wenn  man  in  die  Gleichung  (2)  die  Werte  von  Xi  aus  (1) 
einführt.     Die  Vergleichung  beider  Seiten  liefert  sofort 

.Q.  Chi  +au+  ...  -\-  ali  =m     (i  =  1,  2,  3  . .  .n) 

a,,aa-  +  «2.a2Ä+  ...  +«»uawÄ  =  0     {i,k=l,2  ...n) 

Es  bestehen   mithin  n  H ^— ^r — -  = Bedingungs- 

gleichungen  zwischen  den  n^  Koeffizienten  einer  orthogonalen 
Substitution,  so  daß 


n 


2      n{n  -\-  1)      n  [n  —  1) 


dieser  Koeffizienten  willkürlich  gewählt  werden  dürfen.     In 
der  Tat   hat  Cayley  (siehe  unten)   die  Koeffizienten  einer 
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orthogonalen     Substitution    als     rationale    Funktionen    von 

—  n{n  —  1)  unbestimmten  Größen  dargestellt     Aus  den  Be- 

dingungsgleichungen  (3)  ziehen  wir  endlich  noch  folgende 
zwei  wichtige  Folgerungen: 

Bildet  man  das  Quadrat  der  Substitutionsdeterminante  J, 
so  folgt  aus  dem  Multiplikationstheorem  für  Determinanten 
mit  Rücksicht  auf  (3)  ohne  weiteres 

Je  nachdem  die  Determinante  einer  orthogonalen  Substitution 
den  Wert  +1  oder  — 1  hat,  heißt  sie  eine  eigentliche 
oder  uneigentliche,  was  unseren  Transformationen  erster 
bezw.  zweiter  Art  entspricht. 

Multipliziert  man  femer  die  Gleichungen  (1)  der  Reihe 
nach  mit  «i»,  a-n .  ,  .  a^i,  so  ergibt  sich 

«1  i^x  +  «2.-  a;|  +    . . .  +  a^iXn  = 
=  {aiittn  +  02,021  +    .  • .  +  aii.cfni)a;i  + 


+  («1.-  +  «2.-  +   • . .  +  «f..) Xi 

+  (««.ain  +  a2i02n  +     ••.     +  öni  «n  n)  3?,, 

oder  mit  Rücksicht  auf  (3)  und  (2) 

mXi  =  auXi+a2iXi+  ...  -\-aniXn 
oder 

k  =  n 

(4)  mXi  =  i:atiXi    (i  =  l,2...n) 

Von  der  umfangreichen  Literatur  seien  folgende  Arbeiten 
erwähnt: 

Cayley:    „Sur  quelques  propriötes  des  dötemiinants  gauches". 
Jour.  für  Math.,  Bd.  32,  1846. 

Voß:    „Über  orthogonale  Substitutionen."     Math.  Annalen, 
Bd.  13,  1878. 
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Zeuthen:  „Theorie  des  figures  projektives  sur  une  surface 
du  second  ordre".     Math.  Annalen,  Bd.  18,  1881. 

Sturm:  „Über  Kollineationen  und  Korrelationen,  welche 
Flächen  zweiten  Grades  oder  kubische  Raumkurven  in 
sich  selbst  transformieren".  Math.  Annalen,  Bd.  26,  1886. 

Clebsch-Lindemann:  „Vorlesungen  über  Geometrie". 
Bd.  2,  1.  Teil,  Seite  356.  —  Hier  werden  alle  Trans- 
formationen einer  F'^  in  sich  abgeleitet  und  alle  mög- 
lichen Fälle  angegeben.  Daran  schließt  sich  (S.  373) 
die  Untersuchung  der  linearen  Raumtransformationen, 
welche  einen  Kegelschnitt  in  sich  überführen. 

Wendet  man  dies  auf  den  unendlich  fernen  ima- 
ginären Kugelkreis  an,  so  erhält  man  aus  den  eigent- 
lichen Transformationen  desselben  die  verschiedenen 
Bewegungen  des  Raumes.  Die  von  Lindemann  für 
die  uneigentlichen  Transformationen  von  drei  und  vier 
Variabein  gegebenen  Formeln  hat  auf  eine  quadratische 
Form  von  beliebig  vielen  Variabein  ausgedehnt 

Löwy:  „Über  die  Transformationen  einer  quadratischen  Form 
in  sich  selbst".     Inaug.  Diss.,  München-Halle  1895. 


§  32.    Die  Koordinaten-Transformation,  aufgefafst  als 
kollineare  Beziehung. 

194.  Wenden  wir  uns  nochmals  zu  der  schon  öfter  er- 
wähnten Auffassung,  bei  der  wir  ein  und  dasselbe  Raum- 
gebüde  auf  zwei  verschiedene  Koordinatensysteme  beziehen. 
Es  seien  also  die  Punktgruppen  A^^,  A^,  A^,  A^,  E  und 
A!^,  A'i,  A's,  A[,  E'  ganz  beliebig  als  Fundamental  Systeme 
gegeben  und  ein  Punkt  habe  in  bezug  auf  dieselben  die 
Koordinaten  Xi  bezw  a;/.  Wir  fragen  nach  dem  Zusammen- 
hang zwischen  diesen  Koordinaten.  Derselbe  ließe  sich  direkt 
ermitteln,  wir  wollen  ihn  aber  auf  folgendem  Wege  her- 
stellen. Es  möge  eine  kollineare  Beziehung  im  Räume 
gedacht  werden,  so  daß  jedem  Punkte  Xi,  der  auf  das  Ko- 
ordinatensystem [Ai\  bezogen  wird,  ein  bestimmter  Punkt  Xi 
entspricht,  der  zu  dem  Koordinatensystem  [Ai\  in  Beziehung 
gebracht  ist.     Denken    wir  uns  weiter,    die  kollineare  Be- 
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Ziehung  gehe  über  in  eine  identische,  so  fallt  jeder  Punkt 
mit  dem  ihm  entsprechenden  zusammen  und  der  kollineare 
Zusammenhang  drückt  lediglich  die  Beziehung  des  gleichen 
Punktes  auf  zwei  Koordinatensysteme  aus.  Man  kann  also 
sagen :  Jede  Koordinatentransformation  läßt  sich  auffassen 
als  eine  identische  Kollineation,  die  bei  Zugrundelegung 
verschiedener  Koordinatensysteme  jedes  Element  mit  dem 
entsprechenden  zum  Zusammenfallen  bringt. 

So  betrachtet,  läuft  unsere  Aufgabe  darauf  hinaus,  in 
einer  linearen  Substitution 

1  =  4 

(1)  Q x-  =  SaaXi    (t  =  1,  2,  3,  4) 

die  Koeffizienten  an  der  Bedingung  gemäß  zu  bestimmen, 
daß  die  dm-ch  sie  dargestellte  Kollineation  in  eine  Identität 
übei^he.  Dies  wird  aber  nach  165.  der  Fall  sein,  wenn 
fünf  Punkte  mit  ihren  entsprechenden  sich  vereinigen.  Wir 
wollen  dies  für  die  Punkte  A^^  A^,  A.^,  A^,  E  ausdrücken, 
denen  vermöge  der  Gleichungen  (1)  fünf  Punkte  entsprechen 
mögen,  welche  mit  {A^)'  {A^)'  {A^'  {A^'  (E)'  bezeichnet 
seien.  Die  Bedingung  für  die  Identität  der  kollinearen  Systeme 
ist  dann: 

A,={A,y;  A^={Ay;  A^iAY;  ^.^(AY;  e={E)' 

195.  Um  dies  analgetisch  zu  formulieren,  muß  die  Lage 
des  einen  Koordinaten-Systems  gegen  das  andere  gegeben 
sein  und  zwar  wollen  wir  die  Koordinaten  der  Punkte  At  in 
bezug  auf  das  System  [Af\  einfuhren  wie  folgt: 

Ai  habe  in  bezug  auf  das  Koordinatensystem  [Ai] 

die  Koordinaten     a{,  a4,  0$',  ai 

A^      n  n  ^U   ^i}   ^f  ^4 

■^3      })  n  Ci,   C2,  C3,  C4 

E      „  „  Ci,  C2,  e^y  C4 

Andererseits  hat  z.  B.  der  Punkt  A-^^  im  System  {Ai\  die 
Koordinaten  (Äj,  0,  0,  0)  und  die  Formeln  (1)  liefern  für  den 
ihm  entsprechenden  Punkt  {A^'  als  Koordinaten  die  Ver- 
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hältniszahlen  a^^ ,  «21  >  %ij  ^n'f  wir  erhalten  demnach  folgende 
Bedingungen: 


«-n 


a.r 


etil  =  a^'.ai:  ai :  a/ 


(2) 


femer 


*32 


a. 


'42 


(3) 


0^43  ^^^  Ci   l  C2   •  Cq   '  C4 
<Z44  =  Cti  '.  (I2  '  U/S  '•  U4. 


Q  e{  =  «11  +  %2  +  «13  +  «14 
Q  e/  =  a2i  +  «22  +  «23  +  «24 
Q  63'  =  «31  +  %2  +  «33  +  «34 
Q  ei  =  «41  +  «42  +  «43  +  «44 


Um  aus  diesem  System  von  Gleichungen  die  Kooffizienten  a.j 
zu  ermitteln,  drückt  man*)  die  zwölf  Größen  «21)  «22?  •  •  •  «44» 
welche  in  den  drei  letzten  Zeilen  der  Gruppe  (3)  stehen, 
vermöge  der  Gleichungen  (2)  aus  durch  die  vier  Größen 
«11  j  «12)  «13^  «14  u^d  erhält  zur  Bestimmung  derselben  die 
linearen  Gleichungen: 

Q  e(=  %i  +  %2  +  «13  +  «14 


(4) 


Qei  = 

«7 

•«11+^,- 

«12+^- 

""^'-^di 

«14 

ge^^ 

ai 

ai 

•«11  +  ^, 

,    ci 

•«12+^ 

^di 

«14 

Qei  = 

ai 
ai 

•«11  +  ^ 

•  «12  +  77 
Cl 

«14 

Ist 


M  = 


ai  hi  ci  di 

ai  hi  ci  di 

«3  ^3  ^3  "3 

ai  hi  ci  di 


*)  Fiedler:  Die  darstellende  Geometrie,  III.  Teil,  Leipzig  1888. 
Seite  415. 
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und  bezeichnet  man  die  ünterdeterminante,  die  zu  a{  gehört, 
mit  a(  u.  s.  f.,  so  ergibt  sich  aus  (4) 


ferner 


yu  •  31  «11  =  tti  •  {e(  a{  +  «2  «2  +  es  a^  +  <  ai) 

ju  .  Ma,,  =  b{  .  (e{ß{  +  e.^ßi  +  e^  ß^  +  e/  A' ) 

[jL*Ma.^^=  tti  '  {e(  a{  +  ^a' a./  +  e^  a{  +  e/  a/) 

u.  s.  f. 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  Gleichungen  (1)  ein,  so  geben 
dieselben  den  allgemeinsten  Übergang  von  einem  System 
projektiver  Koordinaten  zu  einem  zweiten.  Für  ebene 
Systeme  findet  man  daraus  unter  Weglassung  der  vierten 
Koordinate  die  allgemeinsten  Gleichungen  der  Koordinaten- 
Transformation.  Die  zahlreichen,  speziellen  Fälle,  welche  man 
aus  diesen  Formeln  ableiten  kann,  können  als  Übung  dienen. 

Hat  man  z.  B.  zwei  rechtwinkelige  Koordinatensysteme 
OX,  OY,  OZ  und  OX',  0Y%  OZ'  mit  dem  gleichen  Ur- 
sprung 0,  so  erhält  man  die  Transformationsformeln: 

x'=X'  cos(X'X)  +  y  '  cos(X'  F)  +  ^  •  cos(X'Z) 

/=  a; .  cos (F'X)  +  f/  .  cos(F'  F)  +  ^  •  cos {Y' Z) 

z'=X'  cos  {Z'  X)  +  y  .  cos  (Z'  F)  +  ^  .  cos  {Z'  Z) 

Die  Koeffizienten  dieser  Substitution  genügen  den  Gleichungen 

cos2  (X'  X)  +  cos2  ( F'  X)  +  cos2  {Z'  X)  -  1     u.  s.  f. 

sowie 

cos  (X'  X)  .  cos  (X'  F)  +  cos  { TX)  •  cos  ( Y'  Y) 

+  co8(Z'X)cos(Z'F)  =  0 

U.  8.  f. 

80  daß  wir  es  nach  193.  mit  einer  orthogonalen  Substitution 
zu  tun  haben.  In  der  Tat  ergibt  sich  ja  auch  für  die  Ent- 
fernung r  eines  Punktes  vom  Koordinatenanfang 


^^+^2  +  ^2  =  ^'^  -Yy"^  ^  z 


'2  _  --2 
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196.  Die  räumlichen  Kollineationen,  welche  eine  Kugel 
in  sich  überfuhren,  werden  am  einfachsten  durch  Einführung 
einer  komplexen  Variabein  dargestellt,  während  wir  uns 
in  diesem  ersten  Teile  auf  reelle  Variabein  mid  reelle 
Substitutionen  beschränkt  haben.  Dementsprechend  sollen 
die  mehr  in  das  Gebiet  der  Funktionentheorie  hinüber- 
greifenden Kapitel  der  Lehre  von  den  geometrischen  Trans- 
formationen im  Zusammenhange  mit  den  Verwandtschaften 
höheren  Grades  im  zweiten  Teile  dieses  Buches  ihre  Erledi- 
gung finden. 
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